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HAUPTAUFSÄTZE 


| Übertragung des Drehmomentes in Balken mit 
doppelflanschigem Querschnitt. 
Von CONSTANTIN WEBER in Duisburg. 


ird durch einen geraden Balken ein Drehmoment übertragen, dessen Größe sich 

in Achsrichtung allmählich oder sprungweise ändert, so erhält man allgemein Ab- 

weichungen von den Spannungen der reinen Drehung, da sich die Verwölbung 
der Querschnitte ändert, die Längsfasern sich folglich verlängern und verkürzen müssen 
Hierdurch werden weitere Spannungen, in erster Linie Längsspannungen, verursacht. 
Von Wichtigkeit sind diese zusätzlichen Spannungen bei doppelflanschigen Querschnitten; 
die Untersuchung derselben ist bisher nur für den einfachsten Fall, den T-“Querschnitt, 
gelungen °). 

In vorliegender Arbeit wird das Problem allgemein betrachtet, für den beliebigen 
doppelflanschigen (Querschnitt die Lösung gefunden und in einem Beispiele die Ueber- 
einstimmung mit den bisher nicht aufgeklärten Biegungsversuchen von Ü. v. Bach mit 
[-Trägern aus dem Jahre 1909 und 1910?) gezeigt. 


1. Allgemeine Betrachtung. Die Formänderung bei reiner Drehung besteht 
in einer Verwindung der Längsfasern zu Schraubenlinien; hierbei kann jede Längsfaser 
infolge der großen Steigung in erster Annäherung als gerade Drehachse genommen 
werden. Die Verwindung der Längsfasern und die Schiebungen infolge der Drehungs- 
spannungen verursachen die Verwölbung der @rerschnitte durch reine Drehung. 
Nur der Kreis- und der Kreisringquerschnitt bleiben eben. Die Verwölbung des langen 
Rechteckes, des Winkelquerschnittes und des J]-(uerschnittes sind in Abb. I bis 3 dar- 
gestellt. Die Breitenlinien der einzelnen Streifen, aus denen die (@uerschnitte bestehen, 

') Der Aufsatz entspricht mit geringen Aenderunzen dem III. Teile der Dr.-Arbeit des Verfassers. 
*) S. Timoschenko, Zeitschrift für Mathematik und Physik, 1910, S. 361 

) ©. Bach, Versuche über die tatsächliche Widerstandsfähigkeit von Balken mit [Ü-förmigem 
Querschnitt. Z.d.V.d.I. 1909, S. 1790 u. 1910, S. 382. 
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stellen sich senkrecht zu den zu Schraubenlinien verwundenen Längsfasern mit geringen 
Abweichungen in den Streifenenden und Verbindungsstellen. Bei dem doppelflanschigen 
(Juerschnitte erfolgt eine weitere wichtige Formänderung: die Mittellinien der Flansch- 
streifen bleiben gerade und stellen sich senkrecht zu den Längsfasern, die durch die 
Scehnittpunkte dieser Flanschmittellinien mit der Stegmittellinie gehen. Sie bilden im 
Raume den Winkel 4n.. 
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ADD. 1 Dis 3, 


> Wird das Drehmoment in der Mitte des Balkens eingeleitet und je zur Hälfte nach 
rechts und links, Abb. 4, übertragen, so bleibt der mittlere (uerschnitt aus Symmetrie- 
eründen eben. Bei Kreis- und Kreisringquerschnitten entspricht dies der Verwölbung 
des Querschnittes. Die mittleren Querschnitte beider durch reine Drehung veriormter 
Balkenbälften passen zusammen. Es 
VAR treten hier, wie auch in den späteren 
2 Fällen, nur die örtlichen Ab- 
0 weichungen der Spannungen in- 
| folge der Einleitung des Drehmomentes 
auf. Die Längsfasern verwinden sich 
Y im linken Balkenteile zu Links-, im 
rechten zu Rechtsschraubenlinien. Die 
mittlere längsfaser bleibt gerade 
und wird zur Drehachse des Balkens; 
der Durchbruchspunkt im Querschbnitte 

ist der Drehpunkt desselben. 
Wird der Balken mit belie- 
bigem Querschnitte nach Abb. 4 
belastet, so passen bei der Annahme, 
daß nur die Spannungen der reinen 
Drehung auftreten, die mittleren Quer- 
schnitte beider Balkenhälften allge- 
meinnicht zusammen. Esist ein wei- 
terer Spannungszustand hinzuzufügen: Der mittlere Endquerschnitt jeder Balkenhälite ist 
durch Längsspannungen 6, zu belasten, die den verwölbten Querschnitt in einen ebenen 
zurückformen. Diese Längsspannungen klingen mit wachsender Entfernung vom mittleren 
Querschnitte ab. In einer gewissen Entfernung <= #[/, sind sie nicht ımehr merkbar; 
von diesem Querschnitte an bleibt die Verwölbung der reinen Drehung bestehen. Infolge 
der Aenderung der Spannungen 0, mit 2 treten Schubspannungen 7,. und 7,. auf; des 
weiteren können auch die Spannungen c,, 60, und z,, entstehen, sind jedoch von unter- 
geordneter Bedeutung. Die veränderliche Spannung von 0, gibt in jeder Faser von 
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Abb. 4. 


z—0) bis z=/.„ den Durchschnittswert 6;. = | °. d:. In jedem (Querschnitt dürfen 
ee . 

Ö 

die Spannurgen weder eine Längskraft, noch ein biegendes Moment um die x- oder 

y-Achse geben. Dasselbe gilt auch für die Spannungen 0,.. Die Längsfasern verlängern 
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[2 
ö . Öza la . .. . . 
sich um den Betrag / 2 hierbei ist der Einfluß von o, und 0, infolge der (Quer- 


zusammenziehung vernachlässigt. Durch diese Längenänderungen werden die mittleren 
Endpunkte der Längsfasern in die Ausgleichebene des verwölbten (uerschnittes 
gebracht. Die Ausgleichebene hat folglich eine bestimmte Lage zu dem durch reine 
Drehung verwölbten Querschnitt: läßt man auf jeden Punkt des Querschnittes eine 
Spannung wirken, die verhältnisgleich zum Abstande beider Flächen ist, so darf hier- 
durch weder eine Längskraft, noch ein biegendes Moment entstehen. 

Für > [!. werden die Längsfasern infolge der reinen Drehung zu Schraubenlipien 
verwunden, die in erster Annäherung Gerade mit verschiedener Neigung sind. Eine 
dieser Längsfasern steht senkrecht zur Ausgleichebene und bildet mit der eigenen Ver- 
längerung für z2<—[. eine gerade Linie. Dieses ist die Drehachse, die durch den 
Drehpunkt des Querschnittes geht. Alle übrigen Längsfasern haben zwischen 2= — |, 
und —+ /. einen abgerundeten Knick und verwinden sich in jeder Balkenhälfte im ent 
gevrengesetzten Sinne. Ist die Verwölbung durch reine Drehung bekannt, so können 
hiernach die Ausgleichebene, der Drehpunkt und die Drehachse gefanden werden. 

Bei einem aus zwei geraden Streifen bestehenden (@uerschnitte (z.B. T- oder 
Winkelquerschnitt) fällt der Drehpunkt fast genau mit dem Schnittpunkte der Streifen- 
mittellinien zusammen. Legt man senkrecht zur Längsfaser durch diesen Punkt die Aus- 
gleichebene, so liegen die Streifenmittellinien in dieser Ebene, während die anderen 
Punkte des verwölbten Querschnittes z. T. überstehen, z. T. dieselbe nicht erreichen. 

Beim ]-Querschnitte fällt der Drehpunkt mit dem Mittelpunkte zusammen. Die 
gerade Stegmittellinie liegt in der Ausgleichebene, die Flanschmittellinien bilden mit 
dieser die Winkel /aW@h,.. Bei diesem Querschnitte müssen in der Mitte des nach 
Abb. 4 belasteten Balkens ganz bedeutende zusätzliche Längsspannungen (Biegungs- 
spannungen in den Flanschen) auftreten. Dieses gilt auch für andere doppelflanschige 
(Juerschnitte, die im weiteren eingehender untersucht werden. 


2. Uebertragung des Drehmomentes durch Flanschquerkräfte. Der nach 
Abb. 5 belastete Balken sei im Nullquerschnitte so eingespannt, daß der doppeltlanschige 
Endquerschnitt eben bleibt. Im Endquerschnitt =! wird ein Drehmoment eingeleitet, 
das sich von z—=[! bis z—= OÖ infolge weiterer Kräftepaare ändert. Im oberen Flansche 
entsteht hierdurch, Abb. 6, eine nach rechts, im unteren Flansche eine nach links ge- 
richtete, mit z sich ändernde Querkraft. Die Flansche werden verbogen. Man erhält 
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Abb, 5 und 6. 
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eine Uebertragung des Drehmomentes M,;, durch Flanschquerkräfte. Die Uebertragung 
eines Teiles des Drehmomentes durch reine Drehung, die ebenfalls auftritt, sobald die 
(Juerschnittsflächen des Ober- und Untertlansches sich gegenseitig schräg stellen, werde 
fürs erste vernachlässigt. 

Für die doppelflanschigen Querschnitte ist im weiteren das Koordinatensystem ein- 
heitlich so gelegt, daß die y-Achse mit der Stegmittellinie zusammenfällt und die 
x-Achse senkrecht hierzu durch den Querschnittsschwerpunkt S geht. Durch äie x-Achse 
wird der @uerschnitt und entsprechend auch der Balken in Ober- und Unterteil zer- 
legt. Für den Öberteil gelten die Bezeichnungen: Fläche #F’, Koordinaten des Schwer- 
punktes z/ und y,, statistisches Moment für die y-Achse Fr’, Trägheitsmoment für die 
x-Achse J,, für die y-Achse J,, Zentrifugalmoment für beide Achsen J,,. Der Dreh- 
punkt des oberen Teiles D’ ist der Schnittpunkt der Steg- und der Flanschmittellinie. 
Für den unteren Teil gelten dieselben Bezeichnungen zweimal gestrichen (z. B. J,'), für 
den ganzen Querschnitt ohne Strichzeiger. 

Der Abstand der Drehmittelpunkte D und D" die theoretische Querschnittshöhe 

ist gleich A.. 

Im einfachsten Falle, dem zur x- und y-Achse symmetrischen 
(uerschnitte (z. B. I-Querschnitte), Abb. 6, tritt im Öberflansche 
die Querkraft Q, — ee. im Unterflansche Q.’ = — Q! auf. Die 


h: 

Flansche verhalten sich wie Einzelbalken. Der Öbertlansch biegt 
sich nach rechts, der Unterflansch nach links, Abb. 7, hierbei 
werden die fast spannungslosen Steghälften mitgenommen. Für die 
Verschiebung & von D' erhält man: 

a3 E EIER Qu Ma; | | m. 

dz? Jy E llam-Jy'E | 

Für D’ gilt eine entsprechende Gleichung. Die Quer- 

schnittsteile drehen sich hierbei um D' und D", bis der Steg in 
der Mitte wieder verbunden ist. Man erhält eine Drehung des 
Balkens um die Schwerpunkt-Längsfaser mit dem veränderlichen 
Verdrehungswinkel 





) 
"PERS. 00. .: A >... (2) 

1 ht dz 

Gl. (1) und (2) geben 
g 5; n 
\RAu932,7) is M; — z > ( 2 hu)" Ja, r ° . . . 3 . 
dz? 
Abb. 7. Für die Spannungen erhält man im Ober- bzw. Untertlansche 
ec) 0; Os Mar O e,' Q," Mar \ 
= dr L, — = — " - x . . . L). 
2 Jy l hr J, Iz R I >» ht Jh 


Etwas verwickelter ist die Behandlung des allgemeinen Falles des doppeltlanschigen 
Querschnittes, Abb. 8. Die Drehung des Balkens erfolgt um den Drehpunkt D (zu, Ya) 
des (Juerschnittes. Hierdurch wird die theoretische Höhe A, in die Teile A. und A. zer- 
legt. Infolge der Verdrehnng % d: zweier benachbarter Querschnitte verschieben sich 


gerenseitig die Stegmittellinien senkrecht um " dze—xı%dz und die Punkte D’ und D" 


02 


wagerecht um 


OE ’ => „ /» 
dz—h, %dz: und dz=—-h"dIde .: .: .:» 2.2 %). 


Diese Formänderung wird nun aus folgenden Einzelformänderungen zusammen- 
gesetzt: 1. Der Oberteil des Balkens wird um die y-Achse als Nullinie nach rechts 
gebogen, wobei die Spannungen 9,, entstehen, der Unterteil des Balkeus ebenfalls um 
die y-Achse nach links mit den Spannungen 6,.". 2. Ueber beide Querschnittsteile wird 
eine gleichmäßig verteilte Längsspannung 6, überlagert zur Aufhebung der durch 9.’ 
und 6, entstehenden Längskraft. 3) Ober- und Unterteil werden um den gleichen Ver- 
drehungswinkel ® um ihre Drehpunkte D' und /)" gedreht, so daß der Steg wieder ver- 
bunden ist. 4) Der ganze Balken wird um die x-Achse gebogen, wobei die Spannungen 
6, entstehen. 
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Abb. 8 bis 10. 
Durch die Formänderung 1 erhält man im Oberteile 
O3 E,' () O Jar Oz 0%,’ ‚dd, 
zum —— f ‚9 4 2 —=— FE Le F Fr hr L 
O2? Jı E O2 Jy O2? dz“ 


und für den Unterteil entsprechende Gleichungen. Im Oberteile des Balkenstückes dz 
wirken auf die Stirnflächen verschieden große Längskräfte Z, mit dem Zuwachs 


‚ ) E 0; ’ r n® F ' y ' 
d/ı = | dadf = FE Er dzh Ex, 
O2 dz“ 
/ 
.. r . rzV # F „ y „ 
entsprechend für den Unterteil dZ' =&E = dh Ex. 
az” 


Da durch die Spannungen 0, der Formänderung ? die Längskräfte Z, und Zı" 
aufgehoben werden, so wird 


I 02 a’' . hr EF'xs — hi F' x 
-— ei vs mt o=- U ee 5 
Oz dz‘ F 
Durch die Formänderung 3 werden beide Balkenteile um den gleichen Winkel 
gedreht, die Trennungsstellen des Steges berühren sich wieder und haben dieselbe 
Spannung 9,, auch bleibt die Stegmittellinie gerade. 
Die Biegung um die x-Achse der Formänderung 4 gibt 
IGz: 1? Fr 
ei Cay. 


(2 dz“ 


- 


3 


Durch Ueberlagerung der Spannungen 9,, 0, und 0,; erhält man bei gleichzeitiger 
Integration: 


‚a 


u 2 ‚aR, „ Ar; 
o'=—E (Mr C + Ku ye.C 0, =-E hu c+ Lay GB s . KM) 


. 


dz dz 


Die Nullinie liegt im Oberteile parallel za D’' D und schneidet die y-Achse im 
Punkte y= “ ; die Nullinie des Unterteiles geht durch denselben Punkt parallel zu DD”. 
Td 
Für die y Achse erhält man nach beiden Gleichungen dieselben Spannungen (Mittelwerte 
der Stegspannungen). 
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Die Querkräfte in den einzelnen Teilen findet man in ähnlicher Weise wie die 
(Juerkräfte infolge der Hauptschubspannungen bei Biegung durch eine Querkraft'). Auf 
die Stirnflächen des Öberteiles eines Balkenstückes dr wirken die Spannungen 0, bzw. 

0, 


(1 + dz. Der Spannungszuwachs ruft, auf den Koordinaten Anfangspunkt bezogen, 


er 
ein Moment um die y Achse und ein Moment um die x-Achse hervor, die durch die 
Momente Q.ı dz und Q,ı dz im Gleichgewicht gehalten werden. Hieraus erhält man die 
im Oberteile infolge 9, auftretenden (Querkräite 


j a? r f ' y d?9 N 7 
MM ı = E 2er J h., Q,ı ae FE u. .J 7 h; . 
dz’ dz’ 
Ebenso erhält man im Unterteile die Querkräfte 
* ‚a2 . | E .d°F 2 Re 
= E— AK, A E — Jı i. 
dz’ dz’ 


Infolge der Spannung 9, erhält man im Öber- und Unterteile des Querschniites 
die (Juerkräfte 


n u d’$ . u N ‚a®!9 n a7 
(dr = FE 4 C X, F j Am = E z C; Ys F y 
dz* dz” 
„ . a? > m AT hr ‚d? Fr 7 nie] 
Q.a = E— ax F", Qu =E—cay, F. 


de“ dz“ 
Infolge der Spannungen 0, erhält man 


im Oberflansche , a? 9 


a3 77 E we“ Ka ” A 
dz’ 
Stere . d’3 
im egr Q, 3 12 La J, 
j dz’ R 
im Unterflansche gr ‚a, i 
@dı3 = E da? Xa Jr; 


Da durch die Qnerkräfte nur das Drehmoment M,;, übertragen wird, so ist 
Rıı' + Rai” + Qea’ + Ra’ + Rs + Ra = 0, Au + Qu + Qu’ + Qu” + Qu = 0. 


Hieraus 
h; (J —_— F I, 26.) = Pe Pi ae  z 1 2.) + Id J; y—— Ö, h! J Ri ken h,' J: ng + La J. O, 
Hierzu kommt die Gleichung Ah’ —+h. =h. Aus diesen drei Gleichungen lassen 
sich &., A’ und A. bestimmen: 
Ju Ir" — Ju Jau — a (Jr Fi — Jay Fu) 
ww Ieh....i.: M. Mi. Del... BB E 
Jı Jy — Jıy' — Jr 0 F 
| I" Je — Jay Jay — Je F' a \ 
W"=hh" 2 i er 
Jd Jey’ — Jıazs F 
Jy I — Jay Jay Jan F'o 
h =h 





Ja Jı zu Jr M Jr "Pi F ! 
Nach Gl. (6) läßt sich hieraus c, bestimmen’). Das übertragene Drehmoment wird 


MM, (drı' . Qrr' 2 Q.5) h, 


\ ’ 7 7 ‚ ' „9 Jı ' „ 9 Nr)? 2 1 rn f ’ „ „ 
.. EN Rd +, TFT P" 2 
dr: - a 


Y / F 
ı» \ ’ = h, ) 2 ’ 
dz' ’ Pi: AN 2 - Jr y'—Jıxs“ I; 


(9). 
Der Biuch im letzten Ausdrucke ist von gleicher Abmessung wie J, (cm!) und 
wird mit Ju, bezeichnet. Die Größe ('/, h.)’ Ja, ist der Verwindungswiderstand des 
doppelflanschigen Querschnittes. 
Die Gleichungen x, A’, Ar, Cı, Jay für die Spannungen und für das Moment Ma; 
vereinfachen sich für bestimmte Sonderfälle: 


I) Siehe diese Zeitschrift Bd. 4. 1924, S. 345. 

2 . . . . , . 7 " . r « 

?) Es sei hier bemerkt, daß bei der Bestimmung von za, ht und Ahr’ durch die Formänderung 3 
(durch das Drehen um D' und D”) von dem unter 1. angegebenen allgemeinen Verfahren Gebrauch 


gemacht worden ist. 
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1. Der (Querschnitt ist zur &- und zur y-Achse symmetrisch, Abb. 7 (I -Querschnitt): 


x - N „ . d + 
La OÖ, h; = N, = I 2 R:, G = >), Jı =— “A 6, u l. - 3 N; T, 
«2 
„ ‚day ‚a’$ 
0, == 1» 1 2 h, %. M‘, = F. ] r 2 h, = Je 
d3 a2 


Der obere und der untere Balkenteil biegen sich in entgegengesetzter Richtung 
um die %-Achse. 


2. Der Querschnitt ist zur y-Achse symmetrisch, Abb. 11 (Schienenquerschnitt): 


‚ 1 
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rı (), lı; ft. Rn: h. ,=0 Fi I 4, 
J 7 { , 1 4 y. 0; I dz 7 h, XL, 
e ‚ur 5 da’? Pr AR A 
0 E hi x, Ma; = KW (1, 5,52 
d Pr J d w 2 = J 
Yy 17 
Nez am ÖOberrande I am Oberrande 
+ | + 
| > f 
| DS | a 
| | > | 
USER TREE NEN: 3 | 
ua N | EN 
| ar, 2 
ri R Tr 
| 2 A | Nullinie des 
I 2 | ? Nullım e des / Oberteiles 
| Oderteiles | 
> | / 
| SH 
| > + | | / cr 
S) &ı_ O5 |, a nz 
4 S| r 8 
| S| IN 
a Nullinie des & || \ 
& Unterteiles IN 
| 
| - | pr - \ \ Wullinie des 
’ a ? 7 | R” | Unterteiles 
+| 7) w „ ET 
Em rd | I-\ 2 ee + \ 























m ’ : | N) | 


\ _ er ER 4 | e> SU 
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Abb. 11 bis 13. 


Der obere und der untere Balkenteil biegen sich verschieden stark um die 
y-Achse in entgegengesetzer Richtung; der Drehpunkt liegt auf der y-Achse und fällt 
mit dem Querkraftmittelpunkte zusammen. 


3. Der Querschnitt ist punktsymmetrisch, Abb. 12 (Z-Querschnitt): 


La 0, h‘ —h. = '/sh,, =", h&%, Jul - Fa’, 
: - d 7 P ! 7 y d VA J 
[0 z l. 3 2 N, (\C u 7 }, 06 =K£E s 2 h, (x + 3, 
dz dz 
9 q 2 4 
M;; = E ' > ( 2 h,)“ (J, —f X; 3), 
ar” 


Die Balkenteile biegen sich in entgegengesetzter Richtung um ihre zur y-Achse 
parallelen Schwerachsen. 


4. Der Querschnitt ist zur x-Achse symmetrisch, Abb. 13 ([-Querschnitt). 


J: ar „ 1 Js [7 2 
La u hr; h’ on h; BEN 2 h., C =— J, Jar — Jı ud 1 
Jr Jz 


‚a® 2 der R ‚a® 2J:y 
0 — E Ih (x y) N 0%, —=B a l/h (x + ; y) ‚ 
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Man erhält im Ober- und Unterteile schräge, zu DD und DD" parallele Null- 
linien, die durch den Stegmittelpunkt gehen. Der Drehpunkt /) fällt auch hier mit dem 
(uerkraftmittelpunkt zusammen. 

1] : . 47% 
Ist für den doppelflanschigen (uerschnitt das Moment M,„;, bekannt, so kann - 


Li 
i 


und durch Integration bei Berücksichtigung der Endbedingungen ‚9 und die Span- 


Ur 

gefunden werden. Auch die Schubspannungen lassen sich auf ähnliche Weise 

wie die Hauptschubspannungen bestim- 

\y men. Besteht der (Juerschnitt aus langen 

\ Pen Rechtecken, so erhält man eine gerad- 

SH linige oder parabolische Verteilung. Für 

4 | den allgemeinen Fall sind die Normal- 

75 und Schubspannungen in Abb. 9 und 10 
' er | dargestellt. 


- 


nungen 6, 


= FA 3. Querkraftmittelpunkt und 

Ha) Drehpunkt. Bei dem L_- und T-Quer- 
schnitte sowohl als auch bei den doppel- 
ilanschigen (Querschnitten fielen Dreh- 
punkt und Querkraftmittelpunktzusammen. 
ls werde dieses allgemein bewiesen: 


| Wird der Balken mit beliebigem 
+ Querschnitte durch die zur 2-Achse senk- 
rechte Kraft Q und das drehende Kräfte- 
paar Ma im gleichen Querschnitte nach 
Abb. 14. Abb. 14 belastet, so ist die äußere Arbeit, 
falls erst die Kraft @ von null bis zum 
Endwerte, dann bei unveränderter Kraft & das Kräftepaar von null bis zum Endwerte 
wächst 





A. I’ No=1 Q Ma nu-1+ / Ma’ Pyu-ı 
Hierin ist 70—1 die Durchbiegung des Angrifispunktes der Kraft in Richtung derselben 
infolge Q— 1, Py-ı die Verdrehung des Angriiisquerschnittes infolge M. = 1 usw. 

Wiächst erst das Kräftepaar, dann die Querkraft, so wird 

A. = "a Q’no=ı + Q Ma Po=ı + "a Ma’ P’yu-1. 
Aus der Gleichheit der Arbeiten folgt Yu-1 = To-:1. 

Ist nun die Verdrehung des Angrifisquerschnittes infolge Q =1 gleich null, d.h. 
seht die Kraft durch den Querkraftmittelpunkt des Querschnittes, so wird die Verschiebung 
desselben Punktes in Richtung der Kraft infolge des Momentes M,= 1 ebenfalls gleich 
null. Dieses gilt für jede Kraftrichtung. Der Punkt wird zum Drehpunkte, der folglich 
mit dem Querkraftmittelpunkte zusammenfällt. 

Da der Drehpunkt durch die Verwölbung des (@uerschnittes durch reine Drehung, 
der Querkraftmittelpunkt hingegen durch die Hauptschubspannungen bestimmt ist, so erhält 
man somit zwischen diesen Formänderungs- bzw. Spannungszuständen einen inneren 
Zusammenhang, der von vornherein nicht vorauszusehen war’). 


4. Zusammengeseizte Uebertragung des Drehmomentes. Im allgemeinen 
wird das Drehmoment M.z. Tl. durch reine Drehung (Ma,), zZ. T. durch Flanschquer- 
kräfte (M,,) übertragen. Hierbei werden im Balkenteile mit unveränderlichem M, die 
Werte von A., und M,, veränderlich. Bei der weiteren Untersuchung bleiben die Vor- 
eänge infolge der Umwandlung von M.; in Ma, unberücksichtigt, ebenfalls die Formän- 
derung der Schubspannungen infolge der Flanschquerkräfte und der Einfluß der Art der 
Uebertragung der äußeren Drehmomente auf den Balken‘). Berücksichtigt werden also 
nur die Gleichgewichtsbedingungen für den ganzen (Querschnitt, die Biegung der Flansche 
mit anschließenden Stegteilen und die Drehung des Balkens. 


') vielleicht ist es möglich, diesen Zusammenhang auch aus dem Aufbaue der allgemeinen 
Lösungen beider Probleme herzuleiten., 


*) In einem späteren Aufsatze werde ich für den I-Querschnitt den Eintluß der Umwandlung von 
Mar’ in Mar zeiren und das längsgeschlitzte, dünne Rohr untersuchen. 
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Die Gleichgewichtsbedingung gibt 
M. Mir + Ma - - . PN Er ee (10). 


Für jeden Querschnitt erhält man einen anderen verhältnismäßigen Verdrehungswinkel % 
von dem Mu,,, entsprechend der Drehungslehre und M.,, entsprechend 2 dieses Aufsatzes 


bj 


L) 


abhängen: 
Mar (Fr u ls r ° . . . a s : r (11 '; 
1? I | 2 \ 
My=— E—(—h) dv :» ».» 2.0... (m) 
de’ \2 
Setzt man beide Werte in Gl. 10 ein, so erhält man die Differentialgleichung für % 
’ z a%/1 . i , „ay 
u } — FE : N Fu } e 19) 
M=G8Ju—E” , - ) Jar 6 Far (9 — a iR u: 
mit 
| EJ 
— 1! u 14). 
(r Ja 


Wird bei geraden Balken das Drehmoment in einzelnen @Querschnitten eingeleitet, so ist 
in den dazwischen liegenden Balkenteilen M, unveränderlich; für diesen Fall werde die 
Lösung der Gl. 13 angegeben: 

M.ı konstant, 


Ma - - I r 2 Ma 7 
I — (1— 4 6oj B Sin ")— aa ; (15), 
(G Jar «A a G Jdr 
day Mıa r. u 
— _ (4 Sın + B%ko] ) Le a" 16), 
dz E(!/g hı)* Ja, a a 
da’ % Ma 8 wi Ma; 
= (A Go| + bon ‚= - > par 17). 
d 2” E ('Ig he)? Jar a a E (lg hi)“ Ja 


. ” ” Y . [ 14 
Die Beiwerte A und B sind aus den Endbedingungen zu bestimmen. Ist °' gefunden, 


so können nach 2 die Normalspannungen berechnet werden. 
Für den im Nullquerschnitte vollkommen eingespannten, im Endquerschnitte 2 = / 


durch ein Drehmoment JM, belasteten Balken wird 
FR, 
0:..9=0 für PIEHER TRREEN - —(, 


’ 
dz 


für 2 





Aus den Gleichungen 15 und 16 sind A und B zu bestimmen; Gl. 17 gibt; 


I 
(Ip) 
M, 
Er. 2 EN. PA WAR IE > 210 
G Jar u . 
0) 


d 





Das Moment M,, nimmt vom Werte (M,,)nax = Mı am Einspannquerschnitte bis zum freien 


Ende allmählich ab und ist für z—/ nur noch gleich ' M 


ey 
a 


. . . . .. ‚ a . r d > 
Hierbei fällt der die Größa der Spannungen bestimmende Ausdruck E vom Werte 


dxz 


‚d a Maa m l 
(# 1/ 17} P 
dz/ mat ( hr)" Ja, ih 
bis auf null. 


I e y : : . 

Ist der Bruch sehr gering, (kurzer Balken, großer Verwindungswiderstand, geringer 
A 

Drillungswiderstand), so wird 


Ve I 
-1 und 2i—» 


A A 


) 
(oo) 
dad 
Das Moment M,; bleibt fast unveränderlich. Man erhält eine Uebertragung des Momentes 
hauptsächlich durch Flanschquerkräfte; für die Spannungsbereehnung erhält man den 
Ausdruck 


re 


‚day Mal 
(% 


dz max (| hr)" Ja, 
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M, en r l ' 
"a2 Für große Werte von wird am 
17 He a 
Wr j freien Ende J/,, sehr klein und im Ein- 
a \ spann«juerschnitte 


De Fa ( E dı? 2 Mıa 


I; 


+ 


Ma a v we | 3.7] 
> al = / max /2 Au Jd 
x u T. . r . . > 
ES Dr A Dieser Wert entspricht einen Balken von 
ae, LT der Länge a, bei dem das Drehmoment 
HE Tr 2 4 . 
Maı nur durch Flanschquerkräfte übertragen 
.’, 3 wird. Man kann als grobe Annäherung 
ZT B annehmen, daß im Balkenteile von der 
L Länge «a vom Einspannungsquerschnitte an 
ai ii gemessen nur eine Uebertragung des Dreh 
momentes durch Flanschquerkräite, im 
wnzel M weiteren Balkenteile bis zum Balkenende nur 
p durch reine Drehung eriolgt. 
Für den nach Abb. 15 belasteten, 
\hbb. 15. zweimal gestützten Balken erhält man 
>:, Ba g.lı- 
” u Su - pn] 
. ( IH dd IH, dl a 
von z=0 bis 2 =|: U — = 
(i Jä (r Jar ur l 
Sin 
a \ 
. » 438 
ER L#+3»J 
y . cm 0) 
. l Hd? Hd a ! 
von 2 , bisz = (0: U — + 
(F Ja (F Jd 6 / 
in 
da 





woraus die übrigen Werte durch Differentiation zu finden sind. Durch Ueberlagerung 
kann der Formänderungs- und Spannungszustand des durch beliebige Drehmomente be- 
lasteten Balkens gefunden werden. 

Für den nach Abb. 16 an den Enden gestützten Balken, der durch zwei sym- 
metrisch angreifende Drehmomente belastet ist, erhält man: 


RE re zZ 
(0) (0) (Sp l s 
” P Ma 2a a Aa 
von Abis BB = : 
G Jdr e# »> 
0) 
2a 
Pa la Pe “ ! 
y Din Sm 
° t Hd a 24 
von Bbiss C = ' ad 20). 
(7 Jar Zu l 
(So) 
2a 
2 R ! ä !, A, + / + 2 
u. Sp (po (yo 
: ‚ Ma 2a a a 
von (, bis D 0 — 
(F Jdr . o 
(pP 


+) 


Trotzdem von B bis C das gesamte Drehmoment }/, gleich Null ist, werden %, 


M.-=0G@GJa und Mı;,— — Mu, nicht gleich Null. Man erbält in den Querschnitten 
dieses Balkenstückes Normalspannungen nach Gl. (7) mit dem Werte 


Sin Sin — Go} 


( + 2 ad l y, ‚Ha (A ( a \ 
a , Ve | (21) 


z 0 1 \* An 7 dı l 3 U 
( r.) Jır So) ( hı) Jay (0 
2 2 Aa 2 2 a 


Ist der Balken in den Querschnitten A und 7 so gelagert, daß dieselben sich nicht ver- 
drehen können, so erfolgt eine Verdrehung des mittleren Querschnittes um den Betrag 


fi A ; I» 
A h 2 Gordtt 
« fi Ma a 
( u dz - u dz) = lg a ’ . . . 22). 
| (G Jd . » { 
Ö 7 S pn] 


a 
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| 5. Berechnungsbei- 
spiel. Im Jahre 1909 und 
1910 wurden von ©. v. Bach 
in der Z.d.V.d.I. Biegungs- 
versuche mit [-Trägern ver- 
öffentlicht, bei denen die be- 
lastenden Kräfte und die 
Auflagerkräfte nicht durch 
den Querkraftmittelpunkt, son- 
dern durch den Schwerpunkt 
des betrefienden Querschnittes 
bzw. durch den Stegmittel- 
punkt gingen. Die Durchbie- 
gungsversuche stimmen voll- 
kommen mit den nach diesem 
Aufsatze durchgeführten, rech- 





nerischen Ergebnissen über- _- ar \ 4 
ein'), der Spannungsversuch er 7 as 
werde hier als Beispiel durch- „.4 ' a 
gerechnet. er 
Der [-Träger N Pr 30 | 
wird nach Abb. 17 belastet. Abb. 16. 





Es sind die Spannungen im 
mittleren Querschnitte in den Punkten Pı, P:, P; und P,, Abb. 18, zu berechnen. Die 
Kräfte gehen, Fall 1, durch den Querkraftmittelpunkt, Fall 2, durch den Stegmittelpunkt, 








| Fall 53, durch den Schwerpunkt der @uerschnitte. 
NY 
-7500Kg | -7500Kg 
| nei Ten zn ——— un — nn —— 
Z | | 
| en FE sa Im, —— ur 
[RA493217] Nrsoong Ä Nouorg 
l,-700cm l,-50cm \ L,:=50cm l,:MWocm 
Abb. 7. 
Fall ıı: Es ist 
von Abis B... Q,= 1500 kg, M. —= — Q, (kl —z) = — 1500 (150 —z) emkg, 
von Bbiss U... Q,=0kse, M.=- Qıb= 150000 emkg, 
von C bis D...@Q, 1500kg, M.= — Q,("!/a 2) — 1500 (150 +2) emkg. 
Die Biegungsspannungen zwischen B und (© sind 
— 150 000 ” ) M . 2 ’ A ” ’ z 
m y, für P, und Ps: — 271 kg/em’, für P; und P,: + 271 kg/em‘. 
8026 
Fall 2: Da &. - 3,2em ist‘), so ist von A bis B das Drehmoment M,=— 
3,2:1500 = — 4800 emkg, von C bis D das Drehmoment M,=-+ 4800 emkg zu 
überlagern. 
Man erhält für diesen Querschnitt: J,, — 920 em, 
Fur ® i ne r 920? >4 
My PA -495 + 58,5 » 2,2° — 4 = 357 om“, 
J; 8026 
[1 10 (2,0*—1,2') Ä Ä 
Jır =? ; 0.105 (2,0! 2%) 1/7. 1°. 28,04 = 34.6 cm“. 
Far er Fr ,105 (2,0’ +1, |+ 3 ‚04 4,6 cm 


(Der Querschnitt ist zur Berechnung von Jı- in die zwei langen Flanschtrapeze und das 
lange Stegrechteck zerlegt, dessen Höhe zur Berücksichtigung der Abrundungen und 
Uebergänge gleich Ah, genommen ist’). 


I), siehe Dr.-Dissertation des Verfassers 

*) Siese diese Zeitschrift Bd. 4. S. 347. Gl. (65) und weiter. 

’) Berechnung von Jar siehe: Forschungsarbeit Heft 249. U, Weber. Die Lehre der Drehungs- 
festigkeit, 
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E Jäaj a = b 
‚hh= 14,02 cm a=!W4 n.Y = 258 h. = 72,5 cm. 
G Jar 
Für den mittleren Querschnitt wird nach Gl. (21) 
2. lo > 100 
Som sin 
day Ma a a 1800-725 72,5 
E | ) == 2 30 
d: () Jd 2 h! . ie Fi l 357 ® 14.03? - = >00 
(oo) Sr} 
2 dl 14 ) 
und nach Gl. (7): | 
0, = 2,30 (14,02 © — 3,2 y), = — 230 (14,02 2 + 3,2 9). 
In den Boobachtungspurkten erhält man die Spannungen 
Fe 133, a... 6 200, P;...0 133, . .,;6 200 kg/cem?. 


Die Verdrehung des mittleren (Querschnittes wird nach Gl. (22): 


er I00 
SD 2 
IX(o0) u - 
i 100 ıö.0 
810 000 »- 34.6 u te ER 
DD) 
145 


—= + 0,01140. 


=] 
IV 





Infolge dieser, wenn auch geringen Verdrehung fällt die Achse des biegenden Momentes 
nicht mehr mit der ursprünglichen x-Achse des mittleren Querschnittes zusammen. Man 


erhält außer dem biegenden Momente M.= — 150000 emkg noch ein biegendes Moment 
M,- 150000 - 0,01140 = 1710 emkg. 
Es treten hierdurch noch folgende Spannungen auf: an der Außenseite des Steges 
1710 + 2,7 , 1710 7,3 . BEN 
6, — . 9,5 kge/em?, an den Enden der Flansche o. — Trtuu n kg/cm‘. 
10” 499 


t« 


Man erhält im Ganzen die Spannungen 





























rechnerisch ermittelt: Versuchserzebnis: 
Punkt Pı ..:..9,— 271 125 ) 403 kg/cm° 417 kg/cm° | 
» P, r ( 2773 +- I00 4 5 —  — 46 > 45 ) 
b P} . .09,=-+ 271-123 ) + 385 = 370 > 
r 0,=—+ 271 200 +25 =-+ 1 96 » - 113 » 
ww 
I A 
+ mm ß Pr ß, Ar | 
k i 1. i I ——— m u 4 r - _—- _ I 
al E _ N 2 
U kn 
, 
© cm? 
271 LE 
I ! 
W03,r e 
417 
f 
\ U 2 
® 4 \) E 
I) 
l 4 u Lyvmum 
Ve 4 -— 
38: 2 
JO, 
N 
N 
Sy 
ß = 
4 - h 
up _700mm _„ı ——— berechnet nach C.Weber 
18*20] — nach Versuchen von C.von Bach 


berechnet nach der üblichen Bıegungsiehre 


Abb. 15 bis 20. 
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Die Ergebnisse sind in Abb. 19 dargestellt, gestrichelt die Versuchsergebnisse, strich- 
punktiert die Spannung nach Hall 1. 

Fall 3: Dieser Fall ist wie Fall 2 zu behandeln, nur wird das drehende Moment 
von A bis B M.- 8100, von C bis D Ma = —+ 8100 emkeg. 

Man erhält 


rechneriseh ermittelt Versuchserzeebnis: 
Punkt Pı ... 6, — 271 — 207 15 493 kg/em’ 518 kg/em’ 
PL... = —271+337 +18 118 » 104 » 
» Pı;...6,=+ ?71+ 207 —- D= 4693 456 
» Pı...,=+ 271 — 337 +18 = 24 16 » 


Die Spannungen sind in Abb. 20, wie oben, dargestellt. 

Die scheinbare Minderwertigkeit der [-Träger ist hiermit aufgeklärt. Es ist möglich, 
die zusätzlichen Spannungen infolge der Flanschbiegung durch zweckmäßige Belastung 
zu vermeiden, im Falle ihres Auftretens jedoch sie rechnerisch genau zu ermitteln. 493 


Über die Berechnung von freitragenden Flugzeugflügeln. 
Von C. B. BIEZENO, J. J. KOCH in Delft und C. KONING in Amsterdam. 


1. Einleitung. Vor einiger Zeit wurde der erstgenannte Verfasser von dem 
‚Ryksstudiedienst voor de Luchtvaart« zu Amsterdam damit beauftragt, eine Berechnungs 
weise zu entwerfen für freitragende Flügel, wie diese z. B. bei den Fokker-Flugzeugen 
Verwendung finden. Zum Experimentieren war ein solcher Flügel in der genannten 
RReichsanstalt vorhanden, so daß die zu findenden Rechenresultate mit Hilfe von Versuchen 
nachgeprüft werden konnten. Obwohl die Experimente, welche dazu dienen sollten, die 
inzwischen aufgestellte Berechnungsweise zu kontrollieren (bzw. zu ergänzen) noch nicht 
abgeschlossen sind, läßt die bis jetzt erhaltene Uebereinstimmung zwischen den theo- 
retischen und experimentellen Ergebnissen es als angebracht erscheinen, kurz über die 
in gemeinsamer Arbeit mit den beiden anderen Autoren erhaltenen, theoretischen Resultate 
zu berichten. 

Es möge übrigens an dieser Stelle auch auf eine Arbeit von Herrn K. Thalau 
hingewiesen werden') deren Inhalt den Verfassern erst kürzlich bekannt wurde und in 
welcher, wenn auch in ganz anderer Weise für einen speziellen Fall Ergebnisse erzielt 
werden, die mit den von uns erhaltenen Resultaten in vollständigem Kinklang stehen. 


2. Die der Berechnung zugrunde gelegten Einschränkungen. Wir unteı 
scheiden bei dem in Betracht kommenden Flügel das sogenannte Gerippe und seine Sperr- 
holz-Beplankung. Weil es sich erwarten läßt, daß der (übrigens sehr bedeutende) Ein 
fluß der letzteren auf die Steifigkeit des Flügels vorläufig kaum einer direkten Berech- 
nung zugänglich gemacht werden kann, betrachten wir vorläufig nur das Gerippe und 
überlassen es dem Experimente, Aufklärung über den Einfluß der Bekleidung zu geben. 

Wie bekannt besteht ‘das Gerippe aus 
zwei Holmen, welche durch in kurzen Ab- 
ständen von einander stehende ltippen mit 4 
einander verbunden sind (vergl. Abb. I). Diese 
Rippen haben in ihrer Ebene eine verhältnis- 
mäßig große Biegungsfestigkeit. Dagegen 4 
kann ihr Widerstand gegen eventuelle Torsions- 
beanspruchung null gesetzt werden. Die Holme 
durchdringen den Steg der Rippen senkrecht 
und sind örtlich fest mit ihnen verbunden. 

Zur Elimination ihres Einflusses auf die Biegungs- und Torsionserscheinungen, wird 
die Beplankung in der Mitte von jeden zwei aufeinander folgenden Rippen als durch- 
geschnitten angenommen, sodaß jede Rippe ein ganz bestimmtes »Feld« der Belastung 
zu tragen hat. 

Für die Elastizitätsmoduln ( und /# der Holme, welche aus verschienenen Holz- 
arten zusammengestellt sind, werden konstante mittlere Werte eingeführt. 








IRA6097 


Abb. 1. 


I) Vergl. Berichte und Abhandlungen der Wissenschaftlichen Gesellschaft für Luftfahrt, 12. Heft 
(Juli 1925), S. 53 bis 96, und einen in der Zeitschr. if, Flugteehn. erschienenen Artikel (Jahrg. 1925, S. 415). 
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3. Die für die Rippen geltenden Gleichungen. Wir denken uns den Flügel 
an dem Rumpf derart befestigt, daß er als eingeklemmt angesehen werden kann und geben 
die Lage eines Holmquerschnittes durch den Abstand & zu dieser Einspannstelle an: Die 
Steifigkeitsfaktoren gegen Biegung beider Holme seien mit S, , und Sy ,, diejenigen gegen Tor- 
sion mit S;. und 83, angegeben; der Index 1 deutet auf den vorderen Holm, der Index 2 auf den 
hinteren Molm hin. Die Lage eines Rippenquerschnittes möge durch seinen Abstand bis 
zur Achse des vorderen Holmes angegeben werden; der Steifigkeitsfaktor gegen Biegung 

einer Rippe heiße . 

u b -— Wir betrachten nun zunächst 

en — u - ein Rippenstück (Länge b), wie es 
zwischen beiden Holmen liegt, führen 
in die Endquersehnitte (Abb. 2) dieses 
Stückes, die von den Holmen ausge- 
übten Querkräfte (/),, /),) und Momente 
(M,, M.) ein und bestimmen den von 
diesen Größen und von der gegebenen 
Belastung g. bedingten Ordinatenunter- 

\bb. 2. schied (%ı — %s) mit Hilfe des Satzes, 

daß bei einem einseitig, horizontal 

eingespannten Balken die vertikale Durcehbiegung seines Endpunktes aufzufassen ist als 

das auf diesen Punkt bezogene statische Moment der in Bezug auf den Steifigkeits- 
faktor S reduzierten Momentenfläche. 


M 





Gibt man für einen (uerschnitt (v) mit M,„ das Moment an, welches bei dem in 
seinen Endpunkten frei gelagerten Rippenstücke von der Belastung 7. bedingt wird, mit 
b 7 


M,..=- J/,, das Moment, daß bei denselben Auflagerbedingungen von M, und 
h 
ä 7 g 2 u Fr 
mit A».,. = M, dasjenige, das von J/, herrührt und setzt man zur Abkürzung: 
b 
7 I / h 
M (b u)dı Mudu b u,dnu "(b—u)udu v 
| ——=B, | 0, | B, EEE 
A N x N 4) 2 N h 
0) ı) () () 
/ h f h 
ö n U udau "u d [71 ’ n . . 
—— B.. = ( Js | Yu l nn DE d u Zu 71: Su „ d —— Ya 
Sh . a, ‘ 
0 v v (0) 


so findet man, wenn schließlich noch die Drehungswinkel 9, und g3 der Endquerschnitte 
eingeführt werden: 
Yı ya=-byı +B BD, M, + B,M. 


2 Yyıı-yp=-bdbpn—-C+CGM — GM; 
Diese beiden Gleichungen, zusammen mit den Gleichgewichtsbedingungen: 

Dh» — (M + M:.)=}ı Db+(M, + M:) =}: 
erlauben es, die Größen Mı, M,, 7, und /), in den Deformationsgrößen //ı, Ya, Fı und 
foleendermaßen auszudrücken: 


B Cy EL: B» Ba (4 h U b Ba b 
M, =, — (9 Yz) Zu 3 ee Y3 
B, ('y B» C; Bı = B» e, B, Cy (— By C Bı (9 — B» C 
B GC; » B, Bı + C (j h RB, h 
aM; = = n—ye)— I — er di 
B, (9 Ba Cı Bı ©, —B> (C, B, I B3 C 3] Gy Ba (, 
M + Ms Yı A, u Mg Y w 
D, = + ; D» um a / 
h b 10) b 
Schreibt man zur weiteren Abkürzung: 
BC — CB C3 + Ba Cyb Fa b 
Bı C, B; CU BD; (Co B» GC Bı (a ee Bo» C Bı (3 Ze Bs s, 
BC — CB; m Cı + Rı u Cı b . Bı b 
m 2; Pi: 2 = Ps, 


“ N ls 
Bı (y ba C; B, (3 B9 C; 157 03 ne Ba (ı B; C ud Ba C 
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so erhält mar: 


’ . 4 i 
M=« “er (yı Jr) a3 9ı 03 (a5, M=P—Bılyı 2) — Pr Qı 3 92 
| a. # yı Ay 3 / \ ag | I2 a3 4 Ba 
| DD = a — u}; VER Yı ja 
h b b b 
» ) > ) 
(£ ) v2 (k | Al ö a9 ! >2 ({3 P3 
De Kun ı—y)+ Yı + g: 
hb b b b 


4. Die Differentialgleichungen der beiden Holme. Die äußere, bekannte 
Belastung der, von den zwischen ihnen liegenden Rippenstücken frei gedachten Holme, ist 
mit derjenigen der mit ihnen noch verbundenen Rippenstücke identisch. Sie ist durch 
eine in ihrer Längsrichtung kontinuierlich verlaufende senkrechte Belastung gı (resp. qg:) und 
ein kontinuierlich verlaufendes Torsionsmoment T\, (resp. 7,) zu ersetzen. 

Beide Holme werden also gebogen und tordiert, so daß für jede eine Biegungs- und 
eine Torsionsgleichung aufgestellt werden muß. Denkt man sich nun, zur naheliegenden 
Vereinfachung des Problems, sowohl die Kräfte D, wie die Momente M über die von der 
betreffenden Rippe bedienten Feldlänge der Holme gleichmäßig verteilt, so lassen sich 
diese Gleichungen folgendermaßen schreiben : 


! D; / N Da 
Sıyı "=qn+H (Sy) = m + 
/. 
| | / a, ee 1. 
0 TE Py  El E > ; &up)’=—IT; | 
I /. 
oder: 
N ( ‘t ’| d9 4 ’P) ‘rt + ) 
ı)] [71 — { 1 /ı 7 : ( | { 
! )t /.b J /.b j Ab E 
(ct , ) «dt, 4 ) «g + > [44 73 
N. } q + - // a + 4 2 
At ).b 1b Ab 
f (f er ug d ( ). 
I: Jı) = +1 j 7 ıı VE p Fi j Ya 
/. 
v ı\I rrv / > ‚fr / 93 / ) > \ 
.:9J:) = N; j un j (Yı yp)t ; Qı {4 ; a 


Zur Vereinfachung dieser Gleichungen führen wir nun, die nachträglich durch das 
Experiment als berechtigt erwiesene Annahme ein, daß die Rippen gegen Biegung sich 
| unendlich steif verhalten, sodaß gestellt werden kann: 
EEE cp =—DT. 


Man entnimmt dann den letzten beiden Gleichungen (| 


t+D ar + ßı j ag + 99 da + 93 Tı — T> (Nıt y es (S2:9% y 
.— yı — Ye) = 9 = = 
Ab 4b Ab Ab b b 
1; To S t t 2 t ! (S , ! Si P — ) ! ( N - S ) 
2 0] 221 \n ,; PP \Wwıi 21 20 \Sır + 0821 ) 
= -| nn - Yı pa) I (yı : 
b b” J h3 ‘ Y 
bb $ı: + 89: + (Site + Sao 
| R (Yı = Ye), 


sodaß die eısten beiden in folgender Form geschrieben werden können: 


(S nr | 71 Ei 3 Im =) Ste + Dt " b(Sır + Sa) — 2b’ (Sr + San) ( 
1» Yı zn gı 1 u - (\Yı —U> — £ ı/ı Yu) 
Yı fl 1» ri p2 Y Yy r Y Ä 
bb’ (Sir + Sg)’ + (bb — 22) (Sr + Seo), 
„1 'Yı Y:) 
Er 2) Tı Ts St St r h (Sjr 4 Sy) 2 b' (Dr + Sg,) ‚ 
Syn Y = (a + - — ’) - -(yı Nr - —Yı=-y) + 
' | Ab b b? 7 b® u. 
h h' (Nr 4 BT d Pi (h „ — = h'?) St I St) F 
+ 22 (Yı — Ya). 
I 


Die in den zweiten Gliedern dieser letzten Gleichungen vorkommenden Klammer- 
ausdrücke haben eine einfache Bedeutung. Sie stellen nämlich, wie man sich durch 
Aufstellung der betreffenden Momenten-Gleichgewichtsbedingungen leicht überzeugt, die- 
jenigen kontinuierlichen Holmbelastungen qı und 9, dar, welche auftreten würden, wenn 
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die von jeder Rippe getragene Belastung statisch über die Ilolme verteilt würde, sodaß 
man schreiben kann: 


y Es. Sıe+ 84: vn , b(Sıe+ Se)’ — 2b’ (Sj: + Sy) 
(Sin Yı + Fr wu u) 7 3 Ya) e 
t ) 
hb (Sy: | Saı) 4 (b bh’ 2 „' 4) St 4 Sgt) 
(? | - 9 
b* J J 
.. SS + Sur b (S - Sa) 2p’(S + Sg) 
/ see l 21 ) 18 2: 1 It N 
San Ya Bun. (8 „3 (yı u n3 yı pp) + 
) ) 
bp (Ste + Sg) + (b 6’ — 2 0?) (Sır + So), \ 
ft 7 (1 Y» . 
) 


Die Biegungsgleichungen nehmen also, wenn man schließlich noch zur Abkürzung 
Ay { 9 bh Sıt + No ) h' (9 + gt b b’ (Sit 4 Sg)’ + (b b' Ba 2 bh’ -) (Sy: + Sg:) / 
a - — N . = 
b h° pt 
setzt, die Form an: 
Sıoyı ) = Q + rlyı y) +8 Yı — Ya + Etiyı Yı) 


Say) =q r(yı — ya) — s(yı Ya) t (yı ya) ) 


5. Näherungslösung der Differentialgleichungen. Zur Lösung der oben- 
stehenden Gleichungen (Il) stellt man: 


(1). 


Yıı=yTryı, Yyı=YTYyı 
und bestimmt derart, daß sie der Diiierentialgleichung: 
Sıoy')+ (So y)"—=n+n oder !Sı +S::)yY =q-+t 9 (III) 
genügt und die Randbedingungen: 7=0, Y-=0; ı—0, Y 0; .r—! (l= Länge des 
Flügels), „= 0; .r =/!, y" — 0 befriedigt. 


Diese lösung für y wird, wegen der Veränderlichkeit des Faktors (Sı,» + 8,,) am 
einfachsten graphisch, mit Hilfe der bekannten Mohrschen Methode, bestimmt. 
Aus der in dieser Weise erhaltenen Funktion leitet man die Größen: 


A Beer ur yeerrN ) ._ rare ABE) 
ab; analvtisch geht man am zweckmäßigsten wie folgt vor: Unter Berücksichtigung der 
Randbedingungen, welche zum Ausdruck bringen, daß für «= !, sowohl die Querkraft D, 
wie das Moment M gleich null sein muß, erhält man: 

I I—r 
(SS) y"Y +tg)de=D, (Si + So,)yı = [“ H-QG)ndn=M. 
4 v) 
Hieraus ergibt sich: 
„ Sı: 
S; / Bm uud. M 


RE Zi 82 b 
Zweimalige Diiierentiation dieser Gleichung liefert: 


’ ) v ) 
Sı Sb Sr ’ 


n=(S1ı:4 ) ET (qı + (2) +2 e nr ) D4 [> h ) M. 
In gleicher Weise erhält man: 
ey. Sy» \ „f Se Sa» r 
q2 — (82, y") ae a (1 -+g)-+ : I; En ) D-+ kz z u M. 
Ks sind also zur Bestimmung von gı und g nur die beiden genannten Integrationen 
! i—x 

J (gQı + q2) dr und fe H- g2) ndn 
x 0 


erforderlich, wodurch die Hauptgleichungen (II): 


Sıoly+y)Y = (Sy) + (Sof) = Mm Ft rk — Ya) + s(yı — Ye) +tlyı — Ya) 


\} 


Syn)" = Sy) + Son —rn—ym"—sn—) —tlyı — Ya) 


I) Diese Größen sind natürlich verschieden von den in der vorizen Nr. mit denselben Buchstaben 


angegebenen; Verwechslung scheint aber ausgeschlossen. 
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übergefühıt werden in: 
Se" =) + + +) | 


ee) ern syn) tm — my) ) 
Diese beiden Gleichungen haben dieselbe Form wie die ursprünglichen Gleichungen. 


(IV). 


Sie liefern also diejenigen Holmdurchbiegungen, welche bei einer Belastung (gı — gqı) der 


ersten und einer Belastung (g3 — g) des zweiten Holmes auftreten würden. 
Nun folgt aus der Verbindung der Gleichungen (III) und (III), daß: 


(+p=+0 d.h. 1—-=-e— a). 

Man kann also eine willkürliche Flügelbelastung, nachdem sie in statischer Weise über 
die beiden Holme verteilt ist, stets in zwei Komponenten (gı1, 93) und (qı — qı), (92 — 
derart zerlegen, daß die erste Belastung die beiden Holme in genau derselben Weise 
durchbiegt und die zweite Belastung bis auf das Zeichen nach, für beide Holme gleich 
ist. Diese zweite Belastung bedingt also die Torsion des Flügels. 

6. Fortsetzung. Die Lösung der Gleichungen (IV) geschieht in indirekter Weise 
und zwar dadurch, daß man nicht von der vorgeschriebenen Belastung (qı — qı), (9a — 9 
der beiden Holme ausgeht, sondern von einer andern vorläufig willkürlichen p —p, zu 
welcher man diejenigen Funktionen %ı und s sucht, welche den Diiierentialgleichungen: 

(Sıyı) =p, Sıyp"=—-P.: . : :.:.. WM 

und den noch näher zu erläuternden Randbedingungen genügen. Sodann bestimmt man 
mit Hilfe der Gleichung: 


pP" y—Yy) -syı -yp) —tiyı -Yy)=Pp 
die Größe p. 
Dann bilden »p und — p ein System von auf die beiden Holme anzubringenden 


Belastungen, zu welchen die aus den Gleichungen (V) bekannten Durchbiegungen ı und 
/a gehören; werden doch die Gleichungen: 


Sy)" - pr yı — ya) +syı —p) +tlyı — y)} 
Sy) =—tp+rlyı — ya)" +s(yı — Ya) +Etlyı — Ya)t 
von den eben definierten Funktionen %ı, %Ys befriedigt. 


Hat man zu einer genügenden Anzahl von p-Funktionen: pı, Ps, Ps, - : - Pu die 
zugehörigen p-Funktionen: pı, P2, Ps, : : - ?n bestimmt, so hat man nur noch die vorge- 


gebene Belastung (qı — gı) durch eine andere von der Form: 
cı pı TG p +Gp3 +... 
anzunähern, um als Summe der zu den Belastungen cı pı, € pa .. . gehörigen Deforma- 


tionen, die bei der Belastung gı — gı auftretenden Durchbiegungen zu approximieren. 
Die Bestimmung der Koeffizienten cı, cs, .... geschieht erfahrungsgemäß am zweck- 

mäßigsten in der Weise, daß für eine Reihe von Intervallen 0 — ırı, #1 — 1, . . . Au-ı —1, 

(deren Anzahl mit derjenigen der Konstanten c übereinstimmt), die von den Belastungen 


9 — qı und cı pı +%P:-+ .. . gelieferten Gesamtbeträge einander gleich gesetzt werden '). 
Die praktische Ausführung dieser Methode läuft also darauf hinaus, dal man die 


Gleichungen (V) für zweckmäßig gewählte Funktionen p integriert, was, wegen der Ver- 
änderlichkeit von S,, und 83, auch jetzt wieder am besten graphisch geschieht. Dabei 
hat man aber, wie oben schon angedeutet, den Randbedingungen besondere Aufmerksamkeit 
zu widmen. 

An der eingespannten Seite lauten diese natürlich: © = 0, Yyı,2 = 0, Yı,a —=0. Am 
anderen, sogenannten freien Ende des Flügels, also für 7 —=/, ist für beide Holme auch 


') Verzeleich für Anwendungen dieser Methode: C. B. Biezeno en J. .J. Koch: Over een nieuwe 
methode ter berekening van vlakke platen, met toepassing op eenige voor de techniek belangryke 


belastingsgevallen. De Ingenieur, 1923, Nr. 2. — C.B. Biezeno en .J.J. Koch: Over de berekening 
van een, over zyn geheele lengte elastisch ondersteunden balk. De Ingenieur, 1923, Nr. 43. — Ü. B. Biezeno 


Graphical and numerical methods for solving stress Problems. Proceedings of the first International Con- 
gress for Applied Mechanics, Delft 1924, 
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noch ' — 0 zu setzen, weil daselbst keine biegende Momente vorhanden sind. Dagegen 


müssen an dieser Stelle konzentrierte (Juerkräfte wirken, weil in den Endquerschnitten 
der Holme Torsionsmomente 7, und 7, anwesend sind, welche in dem Verlauf der in 
den Holm-Enden auftretenden Verdrehungswinkel ihren Ursprung finden. Diese Ver- 
drehungswinkel sind in jedem Querschnitt gleich demjenigen, welcher für den Flügel, als 
Ganzes betrachtet, auftritt und zwar gleich 


Yı Y2 
b 
Die Veränderung dieses Verdrehungswinkels bestimmt für jeden Holm ein Torsions- 
moment, das an dem freien Flügelende durch: 


} ! 


‚ {vı —w\ ‚, (num 
N, ( ) resp. S,; | 
b | b N 


eereben ist. 

Diese beiden Momente müssen von den in denselben Endquerschnitten wirkenden 
(Juerkräiten X und -X, welche zusammen ein Kräftepaar bilden, aufgehoben werden, so 
daß (wenn der vordere Holm eine nach oben gerichtete Kraft trägt) die Gleichgewichts- 
bedingung: 


ı.—: ( / ”\ er Sl \ 1 > Gr; ; 


latıtet. 


Die in dieser Randbedingung auftretenden yı und s sind dabei aufzufassen als 


die Summe der Durchbiegungen, welche von den Belastungen p» und -p und von den 
unbekannten Einzelkräften X und -X bei den in ihren Enden eingespannten, übrigens 
belastungsfreien Holmen erzeugt werden. 


Deutet man mit „ı” und ,s’ die Durchbiegungen an, welche auftreten, wenn die 
Kräfte X den Wert Null haben und die Ilolme also nur mit p resp. -p belastet sind, 


und mit yı' und „2' die Durchbiegungen, welche auftreten, wenn die Holme mit einer 
Kinheitskraft in ihrem freien Ende belastet und übrigens kräftefrei sind, so kann die 
Gl. (VI) wie folgt geschrieben werden: 


0 \Y „0 V I\ 
u ni ; Yyı At ya A y9 

NXb, — (Sıı 4 Ne | s == (0) 

‘ b 


r v y Yı 42 \ Yy Yı ’ y2 
A Di N: ' N: | | zen Si: + 983.) ( ) = (), 
b b r 


Mit Hilfe des aus dieser Gleichung gefundenen X-Wertes können dann: 


yı = Yı' Xyı! und y=y'+Xy' 
bestimmt werden 


7. Ueber die Anzahl und die Wahl der Funktionen p. Nach den beim 
Durehrechnen von Zahlenbeispielen gemachten Erfahrungen genügt es für praktische 


Zwecke vollständig, wenn man vier geeignete Belastungen p annimmt und dazu die 
Belastungsfunktionen p bestimmt, aus welchen man in der in Nr. 6 angedeuteten Weise 


die vorgegebene Flügelbelastung q9: — 9, 9: — q» aufbaut. 
Als erste p Funktion pı nimmt man zweckmäßig eine konstante, deren Größe aus 
der Bedingung 


I 


/pı I - /(q g)dx 


folgt; die weiteren Funktionen wählt man vom 1., 2., 5. Grad und zwar solcherweise, 
daß die von jeder herrührende (Gesamtbelastung null wird. Diese Handlungsweise findet 
ihre Begründung in der folgenden Ueberlegung. 

Hätte man die freie Wahl über die Funktionen p, so läge es auf der land 
pı — konstant, so zu bestimmen, daß: 


I» de = Si u da 


uU 
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und p2, P5, Pı . . . derart zu wählen, daß 
/pıda; /p; de:. 
U 0 


null würden. Die Funktionen p;, ps, pı würden dann nur dazu dienen, die eriorderlichen 
Belastungsverschiebungen an der Holmlänge entlang zu Stande zu bringen. 
Die Funktionen p kommen aber erst auf indirektem Wege, nämlich nachdem die 


Funktionen p angenommen sind, zum Vorschein. Man legt deshalb, obwohl damit der 
für die Funktionen p erzielte Zweck nicht vollständig erreicht wird, bei der Wahl der 
Funktionen p den für die erstgenannten Funktionen entwickelten Leitsatz zugrunde 
und setzt: 


pı = l 
pa | 2 (el 
pP =1— 6(&l)+ 6 (all)? 


pn =1— 12 (z/d) + 30 (ac I)? — 20 (2e/l)? 


8. Die Kraftübertragung der beiden Holme. Der vorgeführte Gedanken- 
gang ermöglicht es, einen richtigen Einblick in die Verbundwirkung der beiden Holme 
zu gewinnen. Weil in der Einklemmstelle des Flügels der Verdrehungswinkel 9 sowie 
seine Ableitung null ist, so können in den Holmeinklemmquerschnitten A und B keine Tor- 
sionsmomente auftreten. Der auf dem Flügel stehenden Belastung muß also durch in A 
und B angreifende (Juerkräfte und Biegungsmomente das Gleichgewicht gehalten werden. 
Zur Bestimmung der in A wirkenden Querkraft bestimmt man das statische Moment aller 
auf den Flügel wirkenden Kräfte und Momente in bezug auf die Achse des zweiten 
Holmes. Von den Reaktionsgrößen liefert nur die gesuchte Querkraft ein Moment. 

Bedenkt man außerdem, daß die äußere Belastung nach Nr. 4 statisch ersetzt 
werden kann durch die kontinuierliche Belastung qı auf dem ersten Holme und 9, auf dem 
zweiten Holme, so zeigt es sich, daß die in A wirkende Querkrait bis auf das Zeichen 
gleich der über die Länge / integrierten Belastung gı ist. 

Genau dieselbe Querkraft wäre aufgetreten, wenn die Flügelbelastung mit Hilfe von 
einfach auf den Holmen gelagerten Rippen auf diese übertragen gewesen wäre. Die 
Verbundswirkung der Rippen trägt also im Total nicht das geringste zu einer Belastungs- 
übertragung von dem einen Holm auf den anderen bei. Wohl aber tritt eine Verschiebung 
der auf jeden Holm wirkenden Kräfte auf, verursacht durch die von den Rippen auf 
die Holme ausgeübten, kontinuierlich verteilten Vertikalkräfte und durch die an den 
Holmenden auftretenden Einzelkräfte. Für jeden Holm ist die Summe der genannten 
Kräfte Null. 


9. Sonderfälle.e Während die voranrehende Methode für den betrachteten all- 
gemeinen Fall wohl die einzig praktisch brauchbare ist, ist für den einfachen Fall, wo 
zwischen den Trägheitsmomenten der beiden Holme für alle x-Werte ein festes Verhältnis 
besteht oder die Holme gar prismatisch sind, eine starke Vereinfachung möglich. 

Im ersten Falle nämlich, wo Sy, = N, ist (Sy, und Sı, aber von x abhängig 
sind), erhält man durch einfache Umformung der Gleichungen II: 

Ste" -nt+tR, 
Sem) —ne+r(i+ Te) (y — ya) 
s(1+ le) (yı = ya) Htl1 + Ve) (yı — 9) 
oder mit den neuen Variabelen: 
Yıt ey = a; Yyı "Y=Yı 
und l+1le—=d 
(Sir Ys) = +9: ) (V 
gi Bi R Br VII). 
Sıryı) =gı Ge+rdy +sdy +tdyı ) 
Die schon in den Nr. 5 und 6 besprochenen Randbedingungen bleiben ungeändert und 
lauten in den neuen Variabelen: 
T=0 YO; T—I$, dd; el, yp =, =, Ya’ v. 
=), Y=d el, =), el =, 
DER Sıt+ 89 % 
Cl, (Sı»Yyı ) = (1 + 1/c I (7. 


b b 








T 5 . i rs z Ztschr. f. angew. 
104 Biezeno, Koch u. Koning, Berechnung freitragender Flugrzeugrflügel Math. und Mech. 


Die erste der Gleichungen VII ist identisch mit Gleichung Ill. Die zweite kann 
aus den Gleichungen IV abgeleitet werden. Auch hier wird das Problem also im Wesen 
auf ein Biegungs- und Torsionsproblem zurückgeführt. 

Die erste Gleichung VII läßt sich, auch im allgemeinen Falle, wo Sı, und nicht 
konstant sind, mit Hilfe bekannter Methoden numerisch oder grapbisch behandeln. 

Die zweite Gleichung kann, im Falle des vorliegenden Problems, näherungsweise 
mittels eines Iterationsverfahrens gelöst werden. Man betrachtet sie dabei als die Gleichung 
eines einseitig eingespannten Stabes, dessen Belastung aus drei Teilen zusammengesetzt 


. 43 .. . . 

ist und zwar aus: erstens , — “* (»äußerer Belastung«), zweitens der von den Randbedin- 
a 

gungen herstammenden (Juerkraft am Ende des Stabes (» Verbundbelastung !«) und drittens 

der Belastung rd, + sdis -+-dy, (»Verbundbelastung 2«). Bei Durchrechnung von ein- 


fachen Fällen, wie z.B. von dem in Nr. !1 zu behandelnden, stellte sich heraus, daß die 
Verbundbelastung I einen großen Einfluß hat, daß dagegen der Verbundbelastung 2 geringere 
Bedeutung zukommt. Als erste Annäherung dari man also diese letzte Belastung fort- 
lassen, so daß die Differentialgleichung übergeht in: 
Si» Yıı ) = (fe == = 
r 
während die Randbedingungen ungeändert bleiben. Zur Lösung dieser Gleichung be- 
stimmt man die elastischen Linien für die gegebene äußere Belastung und für eine Ver- 
bundbelastung | von angenommener Einheitsgröße getrennt, was wieder nach bekannten 
Methoden möglich ist. Die wirkliche Größe X der Verbundbelastung wird prinzipiell in 
der in Nr. 6 angegebenen Weise bestimmt mit Hilfe von der Randbedingung: 
| er / I\ Sıt + 82t (Ya) 
Sid Ya = (1+—} x (=) 
(in welcher ?/,ı die resultierende erste Näherungslösung bedeutet). Zur Bestimmung der 
zweiten Annäherung setzt man jetzt die Werte von %;,ı und ihren Ableitungen zur Be- 
rechnung der Verbundbelastung 2 in die zweite Gleichung VII ein und bestimmt nach 
derselben Methode, eine zweite Lösung %ı2. In dieser Weise fährt man fort, bis die 
erwiünschte Genauigkeit erreicht ist. 

In den einfachen Fällen, die nach diesem Verfahren durchgerechnet wurden, zeigte 
es sich, daß die erste Näherungslösung //ı schon ziemlich genau war und daß die zur 
zweiten Annäherung einzuführende Verbundbelastung 2 wirklich den Charakter einer 
Korrektion hatte. 


10. Fortsetzung. Noch größere Vereinfachung tritt ein, wenn man die Holme 
als prismatisch voraussetzt und auch die Größen und q für die ganze Flügellänge als 
konstant annimmt. Die Steifigkeitsfaktoren und Belastungen der beiden Holme können 
dabei verschieden sein. Alle Koeffizienten der Gleichungen, die im allgemeinen Falle 
ale Funktionen von x angesehen wurden, werden nun Konstanten, so daß eine Lösung 
in geschlossener Form möglich wird. Dieser Fall möge technisch weniger Interesse haben, 
da freitragende Flügel durchweg mit stark verjüngten Holmen gebaut werden, anderseits 
bietet er, der einfachen Lösung wegen, ein bequemes Hilfsmittel zum Studium des Cha- 
rakters der Verbundwirkung. 

Die Gleichungen VII reduzieren sich zu: 


' IE} ‘ ) q3 7 
SıYy =- tr, Yıl -Ar-+r ds 
2 
oder mit: gı aten Sr + S _? 4 
S } N} } 8 , 8} „b“ b* 
r ® !'yı FEER 1 2 A hı Q» 
ZU: "Qt Q (\ oe ) r M=Q — + + IH 
€ 24 ( 


Die Randbedinrgung, welche die Verbundbelastung 1 bestimmt, wird: 


Ar I\ 24 
zel,y' =ii1 + ) ey 


C b* 


die übrigen Randbedingungen bleiben ungeändert. . 
Nimmt man zur Durchrechnung eines einfachen Beispieles an, daß nur ein Holm 


belastet wird und zwar derart, daß Q, !’— 1 ist und stellt man: 
x 22 b } Yz y Y4 y 
= ——b; u Ye} en 
l l l u , l Ji9 
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so sind die mit den Randbedingungen verträglichen Lösungen: 
“+ | | 1 


p=,.c"!+Ox’+Ger, y=6G+6Gx - ar l rlern‘ 
24 9 72 
wo: . I | | i | 
l. 2 N > . Ci , C; T 
Mia -)24; - 
. A\e' € ))+2 . | | be :._— 
C —— 24 ‘ C; un nm >, Cs u . ( +, 
Alert zer) A Arler + Atlok 29 ) 
. /ı v2 . . . 
Die Unbekannten y = und 1; berechnet man mit Hilfe der Beziehungen: 
2 y+tcyı Y3 Yu 
Yı yı = 
rc irre 


Durch die Verbundwirkung beider Holme wird das Einklemm-Moment, welches bei 
dem freien ersten Holme auftreten würde, (Sı, Yıy )e--0o verringert zu (81, /ı )r—o. Das 
Verhältnis dieser beiden Werte kann als ein Maß für die Verbundwirkung der Flügel- 
konstruktion angesehen werden. In Abb. 3 ist dieses Verhältnis als Funktion der beiden, 
das Problem beherrsehenden Konstanten A und c, und zwar für die in der Praxis vorkommenden 
Werte, eingetragen. Man liest aus dieser Figur ab, daß die Verbundwirkung am günstigsten 
für denjenigen Holm ausfällt, welcher die 
































kleinste Biegungssteifigkeit hat. 
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Abb. 3. Abb. 4. 


11. Zahlenbeispiel. Für den speziellen Fall A— 2, c=1 sind in Abb. 4 auf 
der Flügellänge als Abszisse die zweiten Ableitungen der Holmdurchbiegungen eingetragen 


und zwar sowohl fir den Fall ohne Verbundwirkung (/ı, ) als für denjenigen mit Verbund- 
wirkung (yı' und 4»). Zum Vergleich der Verbundbelastungen I und 2 (siehe Nr. 9) 
wurde auch die Linie (1 -x) Ya’ x-1), welche den Verlauf des von der Verbundbelastung | 
herstammenden \lomentes angibt, eingetragen. Der Einfluß der Verbundbelastung | ist, 
wie schon in Nr. 9 bemerkt wurde, weitaus der wichtigste. Die am Flügelende übertragene 
(Juerkraft beträgt 0,110 von der totalen Belastung. 


12. Schlußbemerkung. Es sei noch einmal ausdrücklich darauf hingewiesen, 
daß die in Nr. 9, 10 und 11 gemachten Schlußfolgerungen sich nur auf den dort behandelten 
einfachen Fall beziehen. Für den allgemeinen Fall muß auf die zuerst entwickelte 
Methode zurückgegriffen werden. Für den ersten Fall hat das Iterationsverfahren unbedingt 
den Vorteil, daß es schneller zum Ziele führt, weil, wie gezeigt wurde, sehr wenig Ite- 
rationen genügen. Für den zweiten Fall dagegen verdient die erste Methode den Vorzug, 
weil diese sich von der unentschiedenen Frage der Konvergenz des lterationverfahrens 
losmacht. Beide Methoden haben gemein, daß sie bei graphischer Behandlung nur die 
Kenntnis von der Mohrschen Konstruktion der elastischen Linie voraussetzen. 60% 
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Die Verzerrungswellen in schweren Mitteln. 
Von KARL ULLER in Gießen. 


1. Einleitung. In der Bebenkunde') ist.man der Meinung, daß der Einfluß der 
Erdschwere auf die Bebenwellen durchweg vernachlässigbar sei. Mit Wellen in Mitteln, 
die irgend einem äußeren stationären Kraftfelde unterliegen, habe ich mich aus gewissen, 
rein theoretischen (ründen beschäftigen müssen. Dabei fand ich zu meiner Ueberraschung, 
daß eine der möglichen Wellen eine singuläre Form annehmen kann, die 
wesentlich durch das Kraitfeld bestimmt ist. Ich halte es daher für erforderlich, 
alle möglichen Wellen in verzerrfähigen Mitteln einheitlicher und allgemeiner als bisher 
darzustellen und die singuläre Form hervorzuheben. Ich rede dabei nicht von Elastizität 
und elastischen Wellen, sondern allgemeiner von Verzerrfähigkeit und Verzerrungswellen, 
weil dieselben Wellenformen bei Austausch gewisser Größen auch in Flüssigkeiten und 
(rasen vorkommen müssen. In der Darstellung bediene ich mich einiger kinematischer 
Gesetzmäßigkeiten ‘) in Wellen von elementarer Schwankungsiorm, die ebenso knapp wie 
durchgreifend sind. Eine solche Welle hat ganz allgemein die Gestalt 


N ‚t 


()) > k.o-ilv 1 ®8 ! 
— e- 1 tb) f Vcoslr i— PD] — a” sin |" t— PN }\ 


) 


(173 
ein angehängtes Sternchen deutet den konjugiert komplexen Ausdruck an. Iınr=v"-+/ir 
treten die Frequenz v' und die (positive oder negative) Dämpfung vr" der Wellenerregung 
zusammen. Die Flächen ® = konst., und ®" — konst., die reine Ortsfunktionen sind, sollen 
die Phasenflächen bzw. die Amplitudenflächen angeben. Kann man in einem Wellen- 
bereiche a und grad ”—w als konstant ansehen, so sprechen wir von einer Planwelle: 
in ihr sind die P-flächen zwei Systeme von Ebenen (wr)=konst, worin r den Topo- 
graphen bezeichnet. Die Planwelle gibt nur das Gröbste einer wirklichen Welle wieder. 
Diskrete Reihen von ausgezeichneten Werten © pflanzen sich in ihr mit der gleichen 
Geschwindigkeit vw fort. Alle anderen Werte © aber bleiben nur für einen Augenblick 
erhalten. Die Geschwindigkeit dieser Momentanwerte ist veränderlich und kann sogar 
gegen die Geschwindigkeit der Hauptwerte gerichtet sein. Die Tatsache, daß mindestens 
alle Hauptwerte mit der gleichen Geschwindigkeit fortwandern, erlaubt uns zwei oder 
drei Schwankungsstücke der Form (1) mit (vr <0; »" = 0; v’ > 0) bei verschiedenem »' und 
denselben Richtungen von w und w” zusammen zu setzen. Indem wir uns die aneinander- 
stoßenden Stücke stetig ineinander übergehend denken, bekommen wir angenähert eine 
ansteigende, dann andauernde und dann wieder abiallende periodische Erregung mit dem 
entsprechenden Schwankungsbild einer Welle, wie es vielfach in der Akustik, Seismik 
und Elektrik auftritt. Nun sind im allgemeinen w und w” schon in einer Planwelle von 
v und vr" abhängig. Somitsind die Wellenlängen 2rz/w im Wellenbilde variabel. 
aber auch die Perioden im Diagramm an einem festen Ort. Letzteres beobachtet 
man in einem Erdbeben-Diagramm für eine durchlaufende Welle. Man kann aber aus 
den Perioden eines Diagramms nicht zuverlässig auf die Periode der Erregung schließen. 


2. Die Grundgleichungen in einem festen, ruhenden Mittel unter dem 
Einfluß eines äußeren, stationären Feldes. Der stationäre Oberflächenzwang und 
das äußere stationäre Kraftfeld, das wir lamellar voraussetzen wie zZ. B. die Schwere, 
bewirken zusammen stationäre Spannungen und Verrückungen sowie Dichten, denen wir 
den Zeiger 0 geben. Diesem stationären Zustand, den wir stabil voraussetzen, über- 
lagert sich die Welle. Die Eigenschaften des Mittels sind als Ortsfunk:ionen zu betrachten 
und als unabhängig von den veränderlichen Spannungen, die die Welle mit sich führt. 
Die Gesamtverschiebung aus dem natürlichen, spannungslosen Zustand heraus sei mit 
5 + ©, entsprechend die Spannung mit Io + 2, die Dichte mit Dy + D und das äußere 
Potential, bezogen auf die Masseneinbeit, mit //, + /] bezeichnet. 


z. B. Math. Enzyklopädie VI. 1. 11, 427: auch Love, Some problems of geodynamies, Cam- 
bridge, University Press 1911, Kap. \XlI. 

K. Uller, Grundlegung der Kinematik einer Welle von elementarer Schwingungsform I, Phy- 
sikal. Zeitschrift Bd. 17, (1916), S. 165, 
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Die Bewegungsgleichung lautet nun für ein Massenelement (Du, + D) dv mit 
der Oberfläche } 


(Do + D) S = ; fe %o+2)+(D+D) grad (Ih + II) . . (1), 
(dı 
wobei - df%+D grad Ih=0 .:. .:. .:. . 2.2.) 
ad! 


“ 


Aus der Theorie des Kontinuums folgt für die Spannungen!) in einem Flächenelement mit 
der Einheitsnormale \ı 


uo+T= (ds —’8,)dv( So +5) n+28,mV) SH +5 +:[nrot(&S.+ ©) (2). 
Hierin bezeichnet &, den Volummodul = E/3 (1 — 2 u) (Young-Poisson)=7/+°,; vn (Lame), 
ı/&, die Kompressibilität und. ©, den Gestaltmodul oder die Riegheit = E/ 2 (1 + «“) (Young- 
Poisson) =! (Lame); der Poissonschen Zahl « = '/,; entspricht 5 2, —3.,—=U, Zeigt 


das Mittel Hysterese, infolge. innerer Reibung, so läuft das darauf hinaus, daß die 
Größen &, und &, komplex ausfallen in einem Felde von elementarer Schwankungsform ?). 
Ferner verlangt die Kontinuität 


— 


D a Be ee ug: : 3 
Die Teilchen erfahren, wenn die Welle durch sie hindurchläuft, aus dem stationären Felde 
heraus eine zeitlich veränderliche Verschiebung 5 und geraten an einen, vom stationären 


Felde abweichenden benachbarten Ort (rt), wo das Potential //, +- // herrscht. Das für das 
bewegte Teilchen in Betracht kommende Zusatz-Potential ist offenbar 


FERIEN 5 ZUR 
Damit kommt, wenn wir nur lineare Glieder der zeitlich veränderlichen Größen bei- 
behalten °) 


D, 5 EAU. dfX+Dograd Ih + D, 


du) 


BEE 3 TOR 


> 


N 9: a | an ? 
mit dd f 3 _— (€ ) + a 3 &,) grad div oo’ F rot rot > 
dv 


[rot ©, grad e,] + 2 (grade, V)S + div © - grad (&, — ?/; &,); 
Es unterliege das äußere Kraftfeld der Bedingung div grad (//, + II Iny. 


(Da + D), worin y eine Konstante; in der Newtonschen (Gravitationstheorie z.B. ist 
gleich der Gravitationskonstante 6,655 - 10° gr.» em.’ see. ”., Die Größe des Potentials 
und seines Gradienten hängt natürlich von der Massenverteilung ab; sie ist jedenfalls 
proportional y. Für das stationäre bzw. das veränderliche Spannungsfeld haben wir 
somit die Zusatzbedingungen 


diverad/h= —4AnryD u 
div grad // = BEIN ee 


Gut ist es, daran zu denken, daß das Energieprinzip natürlich in unseren Grund- 
gleichungen erfüllt ist. Kıfüllt ist also der Satz: Die Vermehrung der kinetischen und 
elastischen Energie sowie die Hysteresiswärme innerhalb einer ruhenden Oberfläche ist 
jederzeit gleich der Leistung des äußeren Kraftfeldes und der Einströmung von Energie. 

In einer Welle von elementarer Schwankungsform hat die Spannung wegen 
ihrer Linearität bezüglich der Verrückung entsprechend (!) in S I die Form 


/ () 


- 


) 
f a l 


a1, ft-ebt-bl tr.e- 


Hiermit ist entsprechend einer früheren Veröffentlichung ') der zeitliche Mittelwert der 
Energiestrahlung 


($* 


- x 
en ( y 
 / —) 


ti 


le — + 


J 
/ 


in einer Welle bereclenbar. Von einer Energiebewegung längs der Phasennormale w 
kann meist keine Rede sein. 


I) K. Uller, Zurückwerfunz und Brechung elastischer Wellen. Verhdlg. d. D. Phss. Ges. Nr. 16 
1914), S. 835. 

-) —, Theorie der zyklischen Hysterese. Verhdlzr. d. Deutsch Physik. Ges. Nr. 4 (1923), 8. 31. 

3 Grundlegung I. a.a. ©. 

” ‚ Die Strahlung in einer Welle von elementarer Schwankungsform Physik. Zeitschr. Bd, 17 
‚1916), S. 369. 








































i \ r Ztschr. f. angew. 
108 Uller, Verzerrungswellen in schweren Mitteln Math. nd Mech. 


3. Die Wellenzustandsgleichung für ein homogenes, ruhendes Mittel. 
Wir betrachten D,, &, und &, als konstant; wegen (6) im vorigen Abschnitt dürfen wir 
grad //, nicht konstant setzen. Wenn wir nun von der Bewegungsgl. (5) daselbst die 
otation nehmen, um grad // bequem loszuwerden, dann erhalten wir mit Rücksicht auf 
3), wodurch die Kontinuität zum Ausdruck gelangt, 


Ds rot © + &, rotrotrot S— Do [grad I, graddiv © | = 0 . . . . A). 
Jetzt haben wir noch die Nebenbedingung (6’) zum Ausdruck zu bringen. Zu dem Zwecke 
nehmen wir von (5) die Divergenz und erhalten 
D, divS — (&, + */3 8) divgraddiv S— 8 z y D,’div© + D, (grad /I,, graddivS)= 0 (2). 
An der Wellenzustandsgleiehung (1) und der Nebenbedingung (2), die beide 
für jede beliebige Ueberlagerung von Wellen gelten, ist es unmöglich 
zu erkennen, welcher Art Wellen möglich sind. Um das zu erfahren, 
muß man den Ausdruck für eine Welle einführen. Das wollen wir zunächst 
an der idealen Welle, der Planwelle, zeigen. 


4. Die möglichen Wellen. Für eine Planwelle (a — konst., grad PD = w — konst.) 
kommt aus der Wellenzustandsgleichung (1) im vorigen Abschnitt 


wm, j2,w—»?D,sa—iD, (amgrad/h|=0 .....0 
und aus der Nebenbedingung (2) 
aw)i(,+ ts 8)w—(v?’+87,D)D -iD(wgrad/lh)i=0 . . (2). 
Es muß demnach sein: 
entweder (aw)—=0und !.,w®— ?D,t=0; [awjbeliebig . . . . (3a) 
oder & + /38)w?—(r?+8rnyD,) D,—iD, (w grad /I,) = 0 
und yw= {.,w’—»? D, }a—iD, (am) grad /I,; (3b). 
7 beliebig, (|aw | grad //,) — 0 und (a w) sowie |a w| vorgeschrieben 
Aus der zweiten Beziehung unter (3b) folgt durch skalare Multiplikation mit w 
BE. wm? | | 
e. Bi \ 
(eu + N/3 €.) w* 87 Y Do 


Damit wird 
I (eu, + ze) w’— 8 y Do? } w—i Du Ww? grad /I iu 
an! _ e i. Br A u - . E een: ° 
| 2,w—r?Do}-ı ey + | ; &g) W° 8SnyDo } 
Damit nun für endliche w° die Verrückungen nicht unendlich groß ausfallen können bei 
endlicher Erregung, müssen wir über die willkürliche Konstante 7 z. T. verfügen und 
schreiben 


Eu + 1, Eg 


w’—s7yD, $3w—iw’grad /II, VE en : ? 


Aal 

l Do 
Die Maßzahl von © ist gr''- cm.’ + sec.“. 

Es sind also in einem schweren Mittel zwei Verzerrungswellen 
möglich, nicht mehr und nicht weniger, mit bestimmten Phasengefällen 
w und Amplitudengefällen w' bei gegebenem Spreizwinkel zwischen 
beiden, also mit bestimmten (reschwindigkeiten und Verlöschungen. Es 


sind dies 
a) Die reine Scherungswelle. Indem wir a=| schreiben, 


m - iive— w,t en — i[t—-(w*v / 
ws u 2 ! } ® # Hu z— u 1” ne e q * * * [3 [3 6 F 
mit \w,)= 0, also dv ©, =0; D=-D, und w’= vr’ .D,/&, ee ; 


Auf ihren Bau ist das äußere Kraftield sowie die Volumelastizität und 
Volumviskosität ohne Einfluß. 
Zur Berechnung der Spannungen finden wir mit (2) S 2 
wie. fluwm)i+ußm} - » 2: 2202020). 
Den Drehwinkel der Hauptverrückunrgsachsen mißt 


yf em } 


,rt&,=1,tiliw,)-e ve Pos.ınd ee  ) ° 
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b) Die Verdünnungs-Scherungswelle. Indem wir = $ schreiben 


n IvE— (WR) 1% = u 1v” 4 Re 
S,,= !r {8 € Au „le 2 + (10). 
. Eı) + 3 Er ‘ > N “ 
ınit g—=0oL!f wu—sn yDo Wu, — tw,’ grad II, ° ı; 
Do 
Ferner haben wir nach (3b) 
"TORE VRR... {(v»®+8nyD,)+i(w,,grad II.) } . (12) 
2 Be N r ’ „> re\Muggr 6 Du ’ nen e 
eu "/a8g 
und ([8w,,|grad /h,) =0 . mar) 2 5 


Die Beträge von w,,„ und W,, sind auch von ihrer Lage zu dem 
äußeren Kraftfeld abhängig, also auch die Geschwindigkeit und Ver- 
löschung. Die Richtungen von w,, und Ww,y bezeichnen wir mit j und j". 


Die relative Dichteschwankung — D/D, mißt 
ae TER es (4) 
mit = —ilem,)=iotE,Wug” — 9” Do} Wug”. 
Ferner finden wir für den Drehwinkel der Hauptverrückungsachsen 
88, tin, ee. 222.0). 
mit [8 wu,]: °Ww,,” [w.. grad /I,\. 
Schließlich ergibt sich zur Berechnung der Spannungen nach (7) S 2 
lyg=10(e, — ?la &,) (&, Wug? — 9? Do) Wug’ N 
Bio / 
—i108,{2)”° = = mug" —8uyY D,\ (n wu.) +2 m,,’(n grad /],) s Wu, (16). 
0 \ 


— 08, W,g? (n Wwy,) grad II, 


In dieser Welle beeinflußt nach (14) und (12) das äußere Kraftield die 
Volumänderungen und bewirkt nach (l5) Drehungen und damit verbundene 
Gestaltänderungen — daher die Doppelzeiger v und g —, wobei es nicht 
gleichgültig ist, ob die Welle im spitzen oder im stumpfen Winkel zu dem 
Kraftfelde läuft. 


Selbst wenn das Mittel hysteresefrei ist und die Welle ungedämpft, kann nach (12), 
falls grad //, = 0, im allgemeinen die Amplitudennormale w,,” nicht verschwinden. Unter 
dem Einfluß des äußeren Kraftfeldes zeigt diese Welle indem konservativen 
Mittel die Verlöschung es "! 

Hier haben wir einen neuen Beweis dafür, daß in der Wellenkinematik der ge- 
nannte Faktor keineswegs charakteristisch ist für Energieverschluckung in einer Welle. 
Ferner ergibt sich aus dem Auftreten von Ww,y’, daß nach (11) — man bilde |sö*|, was 


:*0 gefunden wird — die Schwingung fast immer spiral-elliptisch ist, und 


deshalb selbst in einem konservativen Mittel und in ungedämpfter Welle 
die Energiebewegung so gut wie nie parallel der Phasennormale w,, vor 


sich geht, 
Lösen wir (12) auf, so finden wir für ein hvsteresefreies Mittel 
9 „o D: j . 1 R “ N, \ 
wu— m. = [p?— P"+8nyD, (w,.„ gerad /l,)! 
&,+ "38 ’ 
Ai (12"). 
2 (Wyg Wug) = —{299" + (m, grad II.) ) \ 
E,r 4a Eg 
Bildet die Phasennnormale w,, in einer ungedämpiten Welle (r"— 0) mit grad II, 


einen spitzen bzw. einen stumpfen Winkel, dann bildet auch die Amplitudennormale 
Wy,y mit Ww,, einen spitzen bzw. einen stumpfen Winkel. Nun nehmen bei einem spitzen 
Winkel die Amplituden in Richtung der Welle zu, bei einem stumpfen ab. Mit Rück- 
sicht auf das oben als erfüllt betonte Energieprinzip können wir daher bestimmt aus- 
sagen, daß beim Verlauf unserer ungedämpften Welle im spitzen Winkel zur 
Richtung eines örtlich wenig variierenden, äußeren Kraftfeldes die Wellen- 
energie sich zusammendrängt, bei stumpfem Winkel sich verflacht. 

In einer Welle, die einer ansteigenden - andauernden - abfallenden perio- 
dischen Erregung entspricht (siehe S 1), ist wenn sie das Kraftfeld quer 
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durchläuft \(w,,„ grad //,) = 0 nach (12') (w,y W,,) negativ in der Front, positiv im 


Rücken der Welle Gegen Front und Rücken fällt deshalb die Stärke dieser 
Welle sıch verflachend ab. 

Wenn (w grad //,) = 0, also wenn w,, und W,,' beide in einer Niveaufläche 
II, =konst. liegen, beeinflußt nach (12) das äußere Krafıfeld die Geschwindigkeit und 
Verlösehung der Welle nur insofern, als »°-+-87y D, statt »* auftritt; insbesondere zeigt 
dann eine ungedämpfte Welle in einem konservativen Mittel ausnahmsweise keine Ver 
löschung. ’ 

Wenn w,,„”=8ny, D,’/(&,+!/s 8), also wenn nach (12) i (wu, grad /I,) = v? 

€ 
Do 

rückungen geradlinig, und zwar parallel dem äußeren Kraftfelde. Man erkennt, daß 
dies nur möglich ist bei bestimmten Werten von (j' grad /J,) und (j" grad //,). Man bilde 
weiter [8 8’; = 0 im Hinblick auf (11). Man erkennt, daß außer dem genannten Falle das 
Feld nur dann strichpolarisiert ist, wenn w,,? nicht verschwindet und ([w,, w,,*\ grad /],) = 0 
ist, also w,,/, w,,’ und grad //, komplanar sind oder je zwei der drei Größen zusammenfallen. 

Bildet man aus (11) 8’=0, so findet man mit (12), daß in ungedämpfter Welle 
Kreisbahnen der Teilchen unendlich vielfach möglich sind, auch ohne Orthogonalität 
und Gleichheit von w,, und w,,’, aber unabhängig von der lage von Ww,, zu grad //,. 

Volum- ohne Gestaltänderungen finden statt, wenn nach (!5) |w,,grad /I,| 
verschwindet, was voraussetzt, daß die Welle einfach ist ((wWw)—= 0) und die Fort- 
pflanzungsrichtung parallel liegt dem äußeren Kraftfelde. Nach dem vorangegangenen 
ist dann das Feld strichpolarisiert. 


Wy,y‘, dann ist nach (!1) 8= — ’ow,,’erad //,, dann schwingen also die Ver- 


Gestalt- ohne Volumänderungen finden statt, wenn nach (14) w,,„’—=»?’D, 
€ w,’, die Welle also zufällig die Geschwindigkeit und Verlöschung der reinen 
w 
N N . .r eyr /3€ 9 e 
Scherungswelle hat, was nach (12) eintritt, wenn ? (w,,grad //,) = '»?—8rYrD, ist. 
E, 


Wir setzen w,,—= I Yw,,„‘, worin p als die komplexe Richtung von W,, bezeichnet 


werden kann, mit P?—=!. Die geschweifte Klammer in (12) für w,,” besteht aus zwei 
Gliedern. Ist das zweite Glied klein gegen das erste, ist also (p grad //,)? 
< (v»?+s7yD,) (& + *s &,)/ D,, dann ist w,,” wesentlich = (r""+ 872 7D,) D,: (+ "/38,); 


in dem Gebiet der Welle, wo dies zutrifft, ist das Wellenstück nahezu eine Ver- 
dünnungswelle. Ist umgekehrt das zweite Glied groß gegen das erste, also 
v grad /1,)? > (r!+sa7y D,) (&,-+%/3 &,)/ D,, dann ist w,,” wesentlich = — (p grad /I,)?’ D, : 
(&, +"; &,), also w,, und W,,’ proportional dem äußeren Kraftielde. Der Wellenbereich 
zeigt Verdünnungen und Scherungen, welch letztere aber verschwinden, wenn } normal 
oder parallel zu grad //, liegt. — Heben beide Glieder in (12) sich auf, dann gelangen wir 
zu der singulären Form unseres Wellenbereiches, der wir uns jetzt zuwenden. 


5. Die singuläre Form der Verdünnungs-Scherungswelle. Diese interessante 
und wichtige Form tritt nur auf in Gegenwart eines äußeren stationären Kraftfeldes, wie 
gering oder wie stark es auch sei. Wir wollen den Bestimmungsstücken dieser Wellen- 
torm den Zeiger s geben. 

Wenn i(wgradll,)= —- ("+snYD) : >» : +... 00) 
ist gemäß (12) ee TE N ee 
Dann liegen also w. und w, norma! zueinander und sind von gleichem 
Betraze. Die Welle kann somit nicht einfach sein. Weiter ist nach (11) 


g = BDRIEE E: + ne na 
Da also S’— 0, bewegen sich bei ungedämpfter Welle die Teilchen auf Kreisbahnen. Da 
ferner ($w,)— 0 und [sw,]— 0, so verschwinden nach (14) und (15) div&, und rot ©,, 


d.h. jedes Massenelement bewegt sich ohne Volumänderung und ohne 
Drehung der Hauptverrückungsachsen. Wie in einem idealflüssigen Mittel obne 
Wirbel. Es ist aber Scherung vorhanden. Denn die scherende Energiedichte der Elasti- 
zität ist von null verschieden, nämlich ',,div grad ©.?. 

Nach (16) ist t,=i08-827D,  mw)W .: 2» 2 2 2020020.) 
Das Spannungsellipsoid ist wegen der Kreispolarisation ein Rotationsellipsoid mit der 


Drehachse parallel [ww , und weil div &,=0, ist die Summe der Hauptspannungen 
gleich null. 
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Die merkwürdigste Eigenschaft dieser singulären Wellenform ist 
die Unabhängigkeit ihrer Geschwindigkeit und Verlöschung von den 
elastischen und hysteretischen Eigenschaften des Mittels, wie aus (1) folgt. 
Diese Eigenschaften beeinflussen nur 0, also nur den Wellenvektor 8. 


Aus (1) und (2) folgt 


„I_v"?2-8nyDo Yr'y" - 
u.—=—Ww| = - = -- ‚ (6) 
jJ grad //,) j grad // 
Bei ungedämpfter Welle (»"—- 0) muß also sein 
0 “ '*‘+-8nyD r 
(grad Ih)=0; wm | 5) 


(j’ grad //,) 


Vorbedingung für ihre Singularität ist dann also, daß die Wellenphasen 
normal zum äußeren Kraftfeld laufen. Ihre Geschwindigkeit ist dann 


’ 
n N 2 


v/\w, = -,5- 55 SEE _- 3 er 
In der Tat ist das die Lösung von (12) allemal, wenn die Verdünnungs-Scherungswelle 
ungedämpft horizontal verläuft. Es sei daran erinnert, daß in der Oberflächenwelle 
einer Flüssigkeit ohne Kapillarität »" mw’ — g/v' gefunden wird, was mit obigem Wert fast 
übereinstimmt, da dann j" parallel grad /I, liegt. 

Ferner besteht die Verlöschung e.V) und hat der Wellenvektor den Wert 

,=—0:8nyD — At Br W+Hi)) -» Te : ; 3 
(j grad //o) 
Ist insbesondere auch (,j” grad /I,) = 0, liegt also die (w,; w,') Ebene in einer Niveau 
fläche //, = konst. oder existiert das äußere Kraftield überhaupt nicht, dann wird zwar 
&, = *, die Verlöschung eÜ",' ") aber null, so daß die Welle ©, verschwindend klein ausfällt. 

Zu beachten ist durchweg, daß wenn auch die Gravitationskonstante y sehr klein 
ist, doch über die Größe © in unserem Planwellenbereich keine Voraussetzung besteht, 
o also sehr groß sein kann. 

An unserer singulären Wellenform erkennt man in schöner Aus- 
prägung, daß die stereotype Formel: »Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist 
gleich der Wurzel aus der Elastizität durch die Dichte« vollkommen illu 
sorisch ist. Diese Formel bildet aber die Grundlage der bisherigen mathematischen 
Behandlung gekrümmter Strahlen in inhomogenen Mitteln! 

Eine solche kreispolarisierte, hinsichtlich Geschwindigkeit und Verlöschung eigen- 
schaitsunabhängige, singuläre Verzerrungswelle muß auch möglich sein in einem mit 
Elektronen und Magnetonen dichtbesetzten Mittel, das unter dem Einfluß eines elektro 
statischen bzw. magnetostatischen Feldes steht; vermutlich aber auch für eine elektıische 
bzw. eine magnetische Welle. 


6. Einfluß der Schwere auf die Erdbebenwellen. Die Bebenkunde glaubt 
aus der Ausdeutung ihrer Beobachtungen folgende Werte‘) für die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten a und b der »Longitudinal‘- bzw. der » Transversalwelle« in der Erdkruste 


D, = 2,8 gr/cm’) verbürgen zu könren: a= 5,54: 10° em/sek.; b 3,210’ em/sek. 
Daraus berechnet sie A + 2u (Lam) — &, + '/s &, — a? D, = 8,6 * 10'! Dyn / em?’ 
— 5,8. 10’kg/em?’; u (Lame) =#, b? D, = 2,9 » 10'' Dyon/em? = 2,9 10°’kg/cm’; 

&,— ',, so daß u (Poisson) = !/,. Was die Zeitperisden anbelangt, so sind solche 


von etwa | Sek. (in Nahebeben) beobachtet worden; in Oberflächenwellen treten aber auch 
solche bis zu 150 Sek. auf. Nehmen wir diese Grenzen, so liegen sie bei v — 2 z/ 150 
"und v"'=27r 176. Mit diesen Werten läßt sich zeigen, daß die zweite Wellenart 
(b)in S 4 als Erdbebenwelle eine Verdünnungswelle ist, begleitet mit schwachen Scherungen, 
herrührend von der Schwere. Damit dies sei, muß nach unserer Untersuchung in S 4 sein 


yD,<Zv:(e,+*3 8), für! =6 also 10° <X10'" und für v"’ = 4/100 sein 10% < 5,10', 
was beides erfüllt ist. Das Ergebnis gilt aber nur in gemessenem Abstand von der 
singulären Form der zweiten Wellenart und nur in der Erdkruste. 580 


Gießen, im September 1425. 


') L. Gutenberg, Der Aufbau der Erdkruste. Zeitschrift f. Geophysik 8. 95 (1925). 
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Ein spezieller Fall stationärer Flüssigkeitsströmung 


aus dem Gebiete der Wärmekonvektion. 
Von BERNHARD GÜNDEL in Frankfurt a. M. 


zur l’rage der Wärmekonvektion«!) auf die Berechnung einer eigenartigen Strömungs- 

erscheinung geführt, die hier kurz mitgeteilt werden soll. Es handelt sich um einen 
speziellen Fall einer stationären Flüssigkeitsströmung, die infolge einer durch eine be- 
stimmte Temperaturverteilung bewirkten Inkonstanz der Massendichte unter dem Einfluß 
der Schwerebeschleunigung zustande kommt, bei der also eine gleichzeitige Wirkung der 
Wärmeleitung und Wärmekonvektion vorliegt. Die das Problem der Wärmekonvektion 
beherrschenden Ditierentialgleichungen enthalten quadratische Glieder und sind daher der 
mathematischen Behandlung im Allgemeinen schwer zugänglich, nur bei einigen Fällen, 
bei denen die eine oder andere Differentialgleichung in trivialer Weise erfüllt wird, läßt 
sich eine exakte Lösung leicht gewinnen. 


DD: Verfasser dieser Ausführungen wurde in seiner Frankfurter Dissertation »Beiträge 


1. Die Grundgleichungenr, von denen man auszugehen hat, sind die Kontinuitäts- 
gleichung 


+divied)=0, 
of 


die Bewegungsgleichung einer Flüssigkeit mit innerer Reibung 


av < /. R 
Br T—gradp+AJ/v+  graddivv 
sowie die Wärmeleitungsgleichung, die für ein flüssiges oder gasförmiges Medium die Form 
17 
— Hd A T 
at 


annimmt. Hierin bedeuten: 
v den Geschwindigkeitsvektor der Flüssigkeit, 
o die Massendichte der Flüssigkeit, 
' den Vektor der auf die Flüssiekeit wirkenden Kraftdichte, 
» den hydrostatischen Druck, 
, den Koeffizienten der Flüssigkeitsreibung, 
r die Temperatur, 
ı den Temperaturleitungskoeitizienten. 


Das Symbol ° bezeichnet einen im bewegten Element gebildeten Differentialquo- 


3: 

tienten, . ortsfeste Diiierentiation. Für stationäre Strömungen erhält man vermöge der 
oft 

Relationen 

iv ou dr 017 | 

 — + (vgrad)v, = + (vgradr) 

d t Mi; ’ d ? 02 
die Gleichungen 

divev)=0, 
7 


t— gradp+AJv+ - graddivv— po (vgrad)v=V, 


“„J/ST— (vgradr)—=0. 
Die Volumkraftdichte T bestimmt sich als 
T=1:o 
(4 = Vektor der Schwerebeschleunigung) und wird für Temperaturbereiche, innerhalb deren 
die Wärmeausdehnung stark angenähert linear mit der Temperatur verläuft 
=1% Il — (X (T— n)|: 
hierin ist 09 die Dichte der Flüssigkeit bei der festen Temperatur 7,, «@ der kubische 
Wärmeausdehnungskoeffizient der Flüssigkeit. Für inkompressible Flüssigkeiten, bei denen 


Ann. d. Phys. 78, S. 607 (1925). 
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die Dichte e in ihren mechanischen Funktionen als Konstante zu betrachten ist, erhält man 
schließlich das simultane Gleichungssystem für dv, z und p: 


divv— (0 a (1), 
400 |1 at — no) — gradp+’. Jv— o(vgrad)v—0 .. . (2), 
ude— werd)=0') ..... re  ;° 


2. Wir behandeln nun im Zweidimensionalen die Strömungen mit nur vertikaler 
Geschwindigkeitskomponente, bei denen sich die quadratischen Differentialgleichungen (2 
und (3) auf lineare reduzieren. Legt man ein kartesisches Koordinatensystem mit hori- 
zontal nach rechts gerichteter &-Achse und vertikal nach oben gerichteter y-Achse, so ist 


Y 0, %,= 9, und unsere Difierentialgleichungen lauten komponentiell geschrieben: 
OV Ivy 
WE ee Er 
(Ir ıy 
)p R O Vz Over u 
Erde an er. re 
0x 0x ey 
i 3» a Or, () V, 
— ya |1 — alt — r)) — +/.Av,— 0 (v- +v' )-o . (6), 
Oy re oy 
oa OT , 
udt U2°*; v,' 2 Er | 5° 
Or oy 
Fordert man nun v, 0, so folgt aus (4 
(U) dYy 
=(, Y, = v8): 
Oy 
dadurch wird (vgrad)v 0 und Gl. (5) liefert 
fB) p 
= () , pP = pP (y ° 
or 


mithin erhalten wir die Gleichungen 
dp(y .dv(ie 


90 [1 zz. a(r > ri —- = ( . ; . } (8), 
a dy da? 
2 T c)4 T OT 
«( De .) — v(x)- =(. a 9), 
Or Ooy” Oy 


Vermöge (8) muß z7 in der Form 
=t(X) +uy)+n nebst !()=u(0) — 0 
angebbar sein, vermittels der (9) in 
d’t(&) a’ uly du (y 
4 + u — 1 (08) * =o( ; i j (10) 
dx” 2 d y‘ d Y 


übergeht und Gl. (8) in die folgenden zwei Difierentialgleichungen aufgespalten wird: 


a? v (x) 

‘f rg ati) u. = = V—) . . : . . . . 11), 
em” 
dp(y 

oo +4m «uly) — WE: re 
dy 


(10), (11) und (12) sind nun drei Differentialgleichungen für die vier 
Funktionen p(y), (x), u(y), v(z); man sieht indessen unmittelbar, daß bei beliebigem 
Vorgeben einer derselben die vom Problem geforderten Abhängigkeitsverhältnisse der 
Funktionen p, f, «, ® nicht gewahrt bleiben; ?(xz) und v(x) können nur dann von y 


EP 2 5 d’u(y) du . : ä . 
unabhängig sein, wenn -- == 0, also — (,u= (Cy ist. Hierzu liefert (12) unmittelbar 


> 


dy“ dy 
p=-m—-gyny+', Y, 7=-9n.t, ewird ren+ly+tie), 
und für /(x) und » (x) gelten die Differentialgleichungen 
ta) HIV" (= 0, ut () —- Cva)=0. .. . . . (13). 
3. Bei der Auflösung dieser Gleichungen empfiehlt es sich zu unterscheiden, ob 
C positiv, Null oder negativ ist. 


') Die Größen a, /, u werden im Folgenden als von der Temperatur unabhängig betrachtet, d.h. 
als Konstanten. 
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a) CU 0; dann führt eine einfache Rechnung zu folgender Lösung: 
Tr n+(ly+raSinercoser+bVolersiner ) 
I £* in a E . . . . 14 | 
u Ib Somesrcoser—abolersiner} \ (14), 
7 
4 


| Cy 

ze 175 

in der im Hinblick auf die zu betrachtenden Fälle die aus geraden Funktionen von 
bestehenden Lösungsteile aus Symmetriegründen bereits unterdrückt sind. In dieser 
Lösung sind 70, €, a, b noch willkürliche Konstanten, die zu Erfüllung von Randbedin- 


gungen verwendet werden. 
Mit Hilfe dieser Ausdrücke beschreiben wir die Strömung zwischen zwei vertikalen, 


im Abstand 2 d parallelen Platten @= + d und 2—= — d, an denen die Flüssigkeit haftet 
und die auf einer Temperatur gehalten werden, die durch 
_-n+(ySfürtr=+d, ’—n+ (y für 2 = — d nebst Ü>0 gegeben ist'). 
Die Lösung (14) liefert bei diesen Randbedingungen: 
ue.-n —T: ns B 
"— — 4QSinercoser — PGolersiner! / 
ÜU.(P N 0") a 
I 7 7 T . . (15), 
=. +6 (PB: zcoser +QGolersineat\ 
2 2 (P? + Q2 
worin j 
P=Smedcosed, Q= boledsined 
gesetzt ist, der bydrostatische Druck ist py= mp — yWyYy-+ of" 


Es ist dies ein in mancher Hinsicht eigenartiges Resultat, insofern als für hinrei- 
chend großes (d die Geschwindigkeit vo neben 2=0 und 2—=-+..( auch innerhalb des 
Bereiches 0 = r< (d*) Nullstellen besitzt, die im Allgemeinen mit Vorzeichenwechsel ver- 
bunden sind. x» verschwindet nämlich für alle z,, die der Relation 


Q- Siner.-cosex„ — P-Goler, sine, = 0 


oder — 
te &E In tred 


genügen. Wir betrachten also die Funktion 


R] 

‚1 ea . . . h) 
(Abb. 1). Da 2q: x eine stetige Funk- 
| te er 


/ tion ist, deren Wert für 2 > 0 stets zwi- 






y | 
iy ex schen 0 und 1 liegt, und —ctiger 


7 / } zuresrhire Pe VE, GEREEEEEURE®. + EEE iger 


in jedem Bereich kz <e.r<(k+]1)z, 
L — k=0,1,2,.... stetig ist und alle Werte 
> eZ von 2 bis + durehläuft, nimmt der 





OÖ 


r xXuEer . o . 
(Juotient sicher in allen Bereichen 
gEx 

ka<ex<(k+1)7, in denen Tger>0 
ist, alle Werte zwischen — x und +» an, 
mithin in allen mit Ausnahme des Inter- 
valles 0 <er<rz, da Iger für 0 
° I Ex .. > 
gez verschwindet und “' für 2= 0 den Wert 
“ tes 
[RAS 78 z1] [IEX [JET l hat. 








ig Ex \ LIEX 


Nun verschwindet der Differential- 


\bb. 1. . 
quotient 


d (28: ") ’ Sıner ÖS0bler— sinerecoserz 


Sol?er-sin’er 


I) Dies ist physikalich eine Anordnung. die mit dem Ansatz einer in der Temperatur linearen 
Wärmeausdehnung u.ä. im Widerspruch steht. die aber dennoch in einer experimentellen Annäherung 
renlisierbar sein dürfte, welehe diesen Ansatz zuläßt. 

“*) Da die in v» auftretenden Funktionen von x ungerade sind, genügt die Betrachtung für = > 0: 


\naloges gilt dann für = <0. 








ee Te 
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für 2=0, wird für e— kr, k=1,2,3... negativ unendlich groß, und wegen 
Sinexr > siner , Golfer >lcoser, Sinex>0, Soler>o0 
.. . .. “; . . . . Ta Ex ’ . . . 
für > 0 ist er durchweg für 2 > 0 negativ. Mithin ist = eine in jedem Bereich 
kr<ee<(k+1)z, k=0,1,2,... monoton fallende Funktion, die in dem Intervall 
0 <exr<nrjeden Wert von + I bis — », in jedem Intervall U 7 <e 7 <-(k+1)m,k—1,2,3,... 
jeden Wert von +» bis —» einmal und nur einmal annimmt. 
Für hinreichend große d ist also die Bedingung 
I: E Ir I BE 2 
j P für 0 <a, <g 
teen tred 


mindestens einmal erfüllt und » hat in dem Bereich 0 <_ 2. <- d mindestens eine Nullstelle. 
Für diese d berechnet sich also eine Strömung, die zwar stationär ist, indessen im Expe 
riment kaum realisierbar sein und zu Wirbeln und instationpären Verhältnissen führen 


.. . . .. . zu E 4 Mr I [0 d 
dürfte. Die obere Grenze D>0 des Bereiches für d, innerhalb dessen nie => 
ger red 
gleich wird, ist dadurch gegeben, daß 
Br 3 Ta € I > 
0<eD<—r und =1 oder 2EeD=itgeD 
2 treD u 
. . . . Ta Le | 
ist, d,h.eD ist die obere Grenze des ersten Intervalls, in dem alle Werte von 
tger 
— o bis + = einmal und nur einmal annimmt. Es sei Tg o — tg », wobei 7° m < "jur 
ist, dann ist 
4, 
2) 4 u, 
D=—, D=-o- \ : 
€ Yy .«(! 
hierin ist eine feste, rein mathematische Größe von dem Zahlenwert 3,9266 (— " ,7— 0,0004); 
z. B. wird für Wasser!) bei Zimmertemperatur u = 15 — 20°C 
0.522 
D=— cm, 
ve 
für Olivenöl 
1.027 
D=— cm, 
ye 
für Luft 
1,634 
D= cm. 
Ve 


Je größer ( ist, desto kleiner hat man offenbar d zu nehmen, um keine Turbulenz zu 
erhalten. 


E ” T 7 er 
Wir bemerken noch, daß man für d — und d — besonders einiache Formeln 
> 
€ ZE 
> . a» TT 
erhält: es wird für d = 
E 
2 f a 
net. (1—T9) a n+n |,” ’ —T —: 
v— — ” ,Soiersiner ni. -Cy— us -Suercos:e, 
c- Sinn 2 » Sina 
.. 7T 
für d— 
DE 
4 ed. (Tı — 79) ut ti + 792 ’ Tı To ER z 
v == : -Smercoser, 7 HU y-+ ä -bolexrsine. 
c: &o0l r/2 > \ 3 (801 1/2 
Ferner sei noch bemerkt, daß für 


v verschwindet; dies entspricht der Tatsache, daß eine horizontale Schichtung einer mit 
linear zunehmenden Temperatur zu keiner Strömung führt, sondern eine stabile Ruhelage 
der Flüssigkeit bedingt. 


!) Die Werte der Substanzkonstanten sind den Tabellen in Kohlrausch, Lehrb. d. prakt. Physik 
und Landolt-Börnstein, Tabellen entnommen. 
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| 

b) © —0 führt gemäß (13) zu dem einfachsten Fall | 

a | 
vmmas— : y 1; ent Ar, pP Po — IRoY. | 

Mit Hilfe dieser Lösung können wir die Strömung zwischen zwei vertikalen parallelen 

Platten von verschiedener, aber auf jeder derselben konstanten Temperatur darstellen. 


Die Ebenen mögen die Gleichungen @=d und @—= — d haben, auf der ersteren herrsche 
die Temperatur 7,. auf der letzteren 7;. Die Berücksichtigung dieser Randbedingungen liefert: 
d(t—-n) (x \N 1 + nn Iı-n © 
N: - F € = n . 9, = 72 16). 
12 4 ld ® \ 2 2 a’ ! pP gay ( 
v ist eine in x ungerade, für 7 ”, im Bereich 0 <.xr<- d positive Funktion, die für 
d . > 
—=-+ Y3 den maximalen Betrag 
y a? (T — T,) 
Umax = \ | _. | 3 
34/7 
erreicht. 


Da für alle Bereiche d=- = -+-. der von Substanzkonstanten freie Ausdruck 
un 12) Aa | Ri 
d d 3 


. 2 .. l jr . . 
ist und den Wert ‚)3fürı= - = \ 3 auch tatsächlich annimmt, gestattet der Faktor 


«) 


Y ‚1? ıT T92 


in (16) unmittelbar die Aussage, daß die Geschwindigkeit dem (Juadrat des 


127 
Plattenabstandes, der Temperaturspannung (7ı — 7) und dem Produkt »,«, d. h. der 
Substanzdichte und dem Wärmeausdehnungsfaktor, direkt, dem Faktor der inneren Rei- 
bung umgekehrt proportional ist. 


co) = — (' <0 führt gemäß (13) zu 
ta) +ivV (D)=0, ut) +lvk)=0, 
und es wird bei Beachtung von ?/(0)= 0 sowie der Svmmetrieverhältnisse der hier in 
Rede stehenden Randbedingungen 
11 02 / Fr > Eur! 
\v=-'  (bsindo@e —aSindz), / 
C (17), 
tn Cy+bsindr-+a Sind x \ 
4 , 
\ es 
( — 
An R 


hierin sind a,b, C , 7, freie, für die Erfüllung von Randbedingungen zur Verfügung stehende 
Konstanten. 
Mit Hilfe dieser Lösung beschreiben wir die Strömung einer Flüssigkeit zwischen 


zwei vertikalen, im Abstand 2d parallelen Platten = +d und <= —.d, an denen die 
Flüssigkeit haftet und die auf einer Temperatur gehalten werden, die durch j 
7 —= Tı Uyfüre=-+d. nn — (ylfüra=—d | 


nebst (U > 0 gegeben ist. 
Die L,ösung (15) liefert für diese Randbedingungen: 
n.0° r, 19 ige e Sindr 
0’ s S ) ö 
Pr. z ra (sind Ein‘ 
7 HUuUyr ( ) ; 
’ 4 8 Ss 


a7 Ce’ 5 
pn - say ——H: 


worin Snöd=S, sindod=s gesetzt ist. 
Auch hier gibt es lür hinreichend große d neben den Nullstellen = — d, 0, —+.d 
in dem Bereich — A “x -+ d weitere Nullstellen für », im Allgemeinen verbunden mit | 


Vorzeichenwechsel, nämlich die Abszissen z,, für die 


sin Ir, 8 


Sin Ö In ge N) | 










































Band 6, Heft 2 


April 1926 Gündel, Ein spezieller Fall stationärer Flüssigkeitsströmung 117 
- a x j f i sind ww ’ sind aön R 
ist. Nun ist die Funktion _. (Abb. 2) überall stetig (2 .= 1) und difierenzierbar 
HN c Pin wolle, 
und hat Extrema für die Abszissen x,„, die der Relation Igada.=tg6r, genügen; die 


extremen Beträge der Funktion nehmen mit wachsendem x, ab, sodaß die Funktion 


. \ 
sın v x u & 
bereits in dem Intervall 

















Sind os 
2 . 2 H ”e N > \ F / 
<<, wobei Hör =tg0a: ‚In 02 

» r ” / 

und z x, = 2 zrist, alle Werte einmal und / 

nur einmal erreicht hat, deren sie überhaupt / sn dx 

für 2 0 fähig ist'). Diese Abszisse 2 

ke 

Lı = D 

ist also eine Grenze für d, derart, daß lür ET 
dl D 

sSINda bi z . 8 R ? 

T für 0 e<dnie gleich wird, 

einde S \bb. 2. 


während für 
a>D 


us. 

SIneı n.. . . . S . 

n fiir mindestens ein x des Bereiches 0° x d den Wert erreicht, sodaß dann 

Su 04 S 

v neben 2 —=d, 0, d weitere Nullstellen, im Allgemeinen mit Vorzeichenwechsel, besitzt. 

Wir finden also auch hier eine Grenze, welche die in Rede stehenden Strömungsfälle 

scheidet in solche, bei denen die Rechnung eine physikalisch eindeutige stationäre 

Strömung ergibt, und solche, bei denen instationäre Verhältnisse eintreten dürften, da die 

Möglichkeit des Zustandekommens der durch die Rechnnng ermittelten Strömung kaum 
\ 

. . \ .. . . a4 De ul. u A 

gegeben ist. Die Grenze für d ist hier D = 3,9266 » „U =-(C-0,also kleiner als 
‚76, 

die für (> 0 berechnete Abstandsgrenze Für n— 7, wird v 0; es Ist dies wegen 

ÖÜ-.0 ein labiler Ruhezustand, der sich im Experiment naturgemäß nicht erhält, indessen 

von der vorstehenden Rechnung nicht anders zu erwarten ist. 


Zusammenfassung. Bei jeder stationären Flüssigkeitsströmung mit nur vertikaler 
Geschwindigkeitskomponente zwischen zwei vertikalen, im Abstand 2.d parallelen Platten, 
die beide auf linear mit der Höhe gleich ansteigender bzw. abfallender Temperatur ge- 
halten werden, aber derart, daß die Temperaturdiiierenz zwischen Punkten gleicher Höhe 
von 0 verschieden ist, gibt es eine von den Konstanten u, A, y der strömenden Substanz 
(Temperaturleitungskoeffizienten, innere Reibung und dem Produkt aus dem Betrag des 
Schwerebeschleunigungsvektor g, der Dichte der Substanz 0, und ihren Wärmeausdehnungs 
koeifizienten) und von der Vertikalkomponente € + 0 des Temperaturgradienten abhängige 
Grenze 2 D für den Plattenabstand 2. dergestalt, daß für 


d<D 
eine physikalich eindeutige stationäre Strömung stattfindet, während für 
d> D 


sich physikalisch eindeutige Verhältnisse nicht einstellen dürften, da neben den Nullstellen 
der Geschwindigkeit an den Wänden und ihrer Symmetrieebene auch innerhalb der 
durch die Wände und ihrer Symmetrieebene begrenzten Bereiche weitere Nullstellen und 
Vorzeichenwechsel der Geschwindigkeit auftreten, die im Experiment offenbar zu instatio- 
näÄren, turbulenten Erscheinungen führen. Die Grenze D ist gegeben durch 


ET us er 
D= 6,5531 . für U V ’ 
Cy 


1/E A u. .” 
D = 3,9266.) — fürC=—(C'<0. 978 
(! , 





) Diese Betrachtungen für r > 0 gelten in ganz analoger Weise auch für 2<Z0, da v eine 


unzeerade Funktion von & ist. Vel.sS. 114 Anm. 2. 
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Über die angenäherte numerische Berechnung 


harmonischer und biharmonischer Funktionen. 
Von FRANZ WOLF in Heidelberg. 


Mit fünf Tafeln. 


m in praktischen Fällen die zahlenmäßige Integration von Randwertproblemen 
wenigstens angenähert leisten zu können, ersetzt man neuerdings vielfach partielle 
Diiferentialgleichungen durch Differenzengleichungen, die es gestatten, eine diskrete 

Anzahl von Näherungswerten für die gesuchte Funktion im Innern eines gegebenen Be- 


reichs aus vorgeschriebenen Randbedingungen zu berechnen. Die LaplacescheDifferential- 
gleichung / w = Ei > — () verwandelt sich dabei in eine gemeine lineare Gleichung, 
Va? "9,2 

nach der jeder Funktionswert im Bereich sich als arithmetisches Mittel aus vier Nachbar- 
werten darstellt. Man verwendet diese Beziehung zur angenäherten Lösung der ersten 
Randwertaufgabe, bei der diejenige Funktion w im Innern des Bereichs gesucht wird, die 
dort der Diiierentalgleichung Jr —= 0 genügt, d.h. harmonisch ist, und die auf dem Rand 
voreegebene Werte annimmt. Hierzu ist nur ein System von Bestimmungsgleichungen 
anzusetzen, das man nach seinen Unbekannten aufzulösen hat, um sofort eine Anzahl 
von Werten der gesuchten Näherungsfunktion zu erhalten. 

Wegen der Schwierigkeiten, die sich der praktischen Auflösung größerer Gleichungs- 
systeme entgegenstellen, ermöglicht diese Methode aber die Gewinnung von Werten nur 
an sehr wenigen Stellen des Bereichs, und es kommt so nur eine sehr grobe Annäherung 
an die Verhältnisse der Differentalgleichung zustande. Praktisch wertvoll wird die Ver- 
wendung der Differenzengleichung anstelle der Laplaceschen Differentialgleichung jedoch 
durch eine im Jahre 1915 von Herrn H. Liebmann angegebene Methode, die die wirk- 
liche Auflösung der Gleichungssysteme umgeht und statt dessen die gesuchten Werte 
mittels eines sehr bequem zu handhabenden ltechenverfahrens durch sukzessive Approxi- 
mation gewinnt. Dabei läßt sich die Anzahl der im Bereichsinnern berechenbaren Funktions- 
werte beträchtlich vergrößern, und die Annäherung an die Lösung der Differentiagleichung 
kann so ojienbar wesentlich gesteigert werden!). Da es sich bei dieser Methode stets um 
die Berechnung von arithmetischen Mitteln handelt, so bezeichnen wir sie im folgenden 


kurz als das »Mittlungsverfiahren«. Ursprünglich wurde die Konvergenz der 
Nährungswerte gegen die gesuchten Lösungen der Gleichungssysteme nur für quadratisch 
begrenzte Bereiche bewiesen. Obwohl an der Brauchbarkeit des Verfahrens auch in 


anderen Fällen von vornherein nicht zu zweifeln ist, soll doch im folgenden die Konver- 
eenz in eroßer Allgemeinheit erneut bewiesen werden auf einem Weg, der geeignet er- 
scheint, das eigentliche Wesen der Methode deutlich zu machen. 

Im Anschluß daran teilen wir ein Annäherungsverfahren mit, das gestattet, mit 
Hilfe der »Mittlungsmethode« auch die zweite Randwertaufgabe zu lösen, also den Fall, 
daß statt des Funktionswertes selbst auf dem Rand die Ableitung in der Normalenrichtung 
gegeben ist. Schließlich wird es möglich, auch biharmonische Funktionen, also solche, 

| 4 ! 
die der partiellen Difierentialgleichung vierter Ordnung / Au 2 - + 2 = E = a - — (0 
dx Vxeoy“ Oy 
genügen, aus beliebig gegebenen Randwerten durch Zurückgehen auf das »Mittlungs- 
verfahren« angenähert zu berechnen. Allerdings besteht für diese letzte Methode, wie 
wir sehen werden, eine gewisse Schwierigkeit darin, daß ein allgemeiner Beweis für die 
Konvergenz der Nährungswerte gegen die gesuchten Lösungen nach verschiedensten 
Methoden unmöglich zu sein scheint, obwohl an der Richtigkeit des Verfahrens nicht zu 
zweifeln ist. Schließlich wird sich bei allen drei Aufgaben Gelegenheit bieten, die er- 
rechneten Zahlenwerte mit den strengen Lösungen der Differenzengleichungen zu ver- 
gleichen. Gerade diese Genauigkeitsuntersuchungen düriten für den Praktiker nicht 
ohne Interesse sein. 
I. Die erste Randwertauigabe für harmonische Funktionen. 


1. Das Liebmannsche Mittlungsverfahren’). Es sei irgend ein Bereich gegeben, 
in den man ein Netz quadratischer Maschen von willkürlicher Feinheit eingetragen hat. 


I) Weren eines Beweises für die Konvergenz zeren die Lösung der Differentialgleichung vgl. 
J. LeRoux. Journ. de math. pur. et appl. (6) 10. 189, (1914). 
Verel. hierzu: H. Liebmann. Die angenäherte Ermittlunz harmonischer Funktionen und 


konformer Abbildungen. Münchener Sitzgs.-Ber. 1918. S. 389. 
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Die Maschenweite wird zur Längeneinheit gewählt. Der Itand unterliezge nur der Forderung, 
daß er mit den Ecken und Seiten des eingeschriebenen Maschengitters zusammenfällt. 
Im übrigen darf seine (Gestalt ganz beliebig sein. In sämtlichen auf ihm liegenden Netz- 
punkten seien Funktionswerte fest vorgeschrieben mit Ausnahme nur der nach außen 
vorspringenden Ecken, da dort die Randwerte für die »Mittlung« nicht gebraucht werden. 
Man sucht in allen inneren Netzpunkten die Werte der harmonischen Gitterfunktion ww, 
die die vorgeschriebenen Randwerte annimmt. Hierzu erteilt man in der Differenzgleichung 
v(c+1l,y) tut, y+1l)+uge—1i,y)tw(x,y I) —-4ıue,y=0 (I) 
den Koordinaten ix, y der Reihe nach alle diejenigen (ganzzahligen) Werte. die den inneren 
Punkten entsprechen, und erhält so ein System von ebenso vielen linearen Gleichungen (1), 
als innere Gitterpunkte vorhanden sind. Diese wären nach den Unbekannten ıw (iv, y) 
aufzulösen. doch ist dies bei einer größeren Zahl von Punkten praktisch unmöglich. 
Deshalb schreibt man statt dessen von vornherein auch den inneren Netzpunkten mög- 
liehst geschickt gewählte Rohwerte zu und verbessert diese, indem man von außen nach 
innen fortschreitend nach der Gleichung 


Th (x. y) == 1 [w (ze h 1. Y -4- 71° (ac, Y . h- 1) 1 1 („ep 1. y) t 1: (2, Y | | , (>) 


jeden Rohwert durch das arithmetische Mittel der vier umliegenden Werte ersetzt. Die 


neuerhaltenen Werte werden dann auf die gleiche Weise zum zweiten Mal verbessert und 
so fort, und wir behaupten, daß man so bei genügender Wiederholung des Verfahrens 
durch das ständige Mitwirken der richtig vorgegebenen Randwerte bei der Mittelbildung den 
wahren Lösungen des linearen Gleichungssystems beliebig nahe kommt, auch wenn das 
(Gebiet eine ganz beliebige, nichtquadratische Begrenzung besitzt. In den folgenden Ab- 
schnitten 2 bis 6 geben wir einen Beweis für diese Behauptung, also den Konvergenz- 
beweis für das Liebmannsche »Mittlungsverfahren«e. Nähere Angaben über die rech 
nerische Durchführung des Verfahrens folgen dann in den Abschnitten 7 und 8. 


2. Ansatz zum Konvergenz-Beweis. Wir betrachten die Differenz zwischen den 
wahren Lösungen der linearen Gleichungen und den ins Netz eingetragenen Näherungs- 
werten. Diese muß bei fortzesetzter Wiederholung des Verfahrens gegen Null streben. 
Auf dem Rand ist sie stets Null, da ja die richtigen Randwerte von vornherein auch in 
das Rohwertschema eingetragen sind. Wir müssen also nur zeigen, daß die fortgesetzte 
Anwendung der Gleichung (2) auf ein Schema mit konstanten Randwerten Null und ganz 
beliebigen, endlichen Innenwerten diese Innenwerte ebenfalls gegen Null streben läßt. 
Hierzu fassen wir in einem solchen Schema irgend eine bestimmte Stelle mit den Kor- 
dinaten 0,0 zunächst weit ab vom Rande des Gebie‘s, um dort auftretende Besonderheiten 
zı vermeiden, ins Auge und untersuchen, wie sich der Funktionswert w (00) an dieser 
Stelle durch die ursprünglich gegebenen Rohwerte ausdrückt, wenn die Verbesserung des 


Schemas einmal, zweimal ..... »-mal durchgeführt wurde. Die ursprünglichen Rohwerte 
bezeichnen wir dabei mit vv, (7, y), die Nährungswerte nach ein-, zwei-, . .. . »-maligem 
Verbessern mit wı (@,y), wa (8, Y), : . . . e, (&,y), Negative Koordinaten werden im 


folgenden stets statt durch das Minuszeichen bequemer durch einen Qnerstrich bezeichnet. 
Hiermit ist zunächst: 


ww; ‚00) u? co (10) +4 Wo \ U 1) + uw, (10) + wo (O1 | . . s (31) 
f 1 R \ s 
[ZbB) 00) = ı I20ı 10) tr wı (v1) — 0, (10 - W; 01 h (33) 
wz3 (00) ="; [w; (10) + wr (O1) + wo (10) + ws (O1)] . . (33) 
ww, (00) = Yu [w,-ı (10) + w,—ı (V1) + ww, 10) + wy-ı (01)] 3) 


Nur wı (00) ist schon hier durch die Rohwerte 0, ausgedrückt. In den folgenden Zeilen 
aber müssen diese rechts erst noch eingeführt werden. Hierzu ist zu beachten, daß die 
in (3) rechts auftretenden :c, selbst bei der ersten Verbesserung des Schemas bereits aus 


den ı, als Mittel hervorgegangen sind, und zwar ist: 
wı (10) = "14 [co (20) + wo (11) + io (00) + wo (11)] 
wi (01) = "u [wo (11) + wo (02) + wo (11) + wo (00)]| 


wi (10) = '/s [co (00) + wo (11) + wu (20) + wo (11 


20; (01)= 1; [lo Il) + Wo (00) + wo (Il) + ww, (02) 








Tafel I 





x) 
v 
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"ührt man diese Ausdrücke in (3,) ein, so wird: 
1 [ / Y ) 
3 (UV [eo (20) + wo (02) + wo (20) + wo (02) + 2 (wo (11) | 4 
| * N # 4 d z ä f | 
\ ‚3 
Wo (11) ro (11) wo (1 I) +4 un (00)| 
womit auch dieser Näherungswert durch die ı, ausgedrückt ist. Auf dieselbe Weise wie u, (00) 
hängen aber an allen Stellen, die dem Rand nicht zu nahe liegen, auch die anderen ı0,- Werte 
mit den =, zusammen Insbesondere erhalten wir für (10), ws (O1) 2 (10) und 2 


(01) ganz analoge Ausdrücke wie in (4), mit denen die Gleichung (3;) übergeht in die neue: 


| 1; 
(VO) — mo | 30) + Mo (03) + wo (50) + ‚ro (U 


n 


i ya Fr aı 
+3 1700 (21) + wo (12) + wol 12) + 00 (21) + wo (21) (9) 
/ \ r / \ I 
t- Uo (12)+ Un (12) —+ Uo (21) ) \ 
.) ı Wo | I0) + co (01) + do 10 u'o (o1)}] 
So kann man zunächst immer vorausgesetzt, daß der Rand noch genügend 
weit abliegt in der 'T’at nacheinander :«, (00) für jedes » durch die ursprünglichen Roh- 


werte :, ausdrücken. Man hat nur jedesmal die vier Gleichungen anzuschreiben, in 
denen :v, -ı (10), w, O1), we, , (10) und «, , (01) durch die “, ausgedrückt werden, ihre 
rechten Seiten in die Gleiehung (3,) einzusetzen und gleiche .-Werte zusammenfassen. 


Allen -, gemeinsam ist dabei der Faktor Denn bei jeder folgenden Verbesserung 


des ganzen Schemas, oder wie wir kurz sagen, nach jedem »Schritt« der Annäherung rittt 
erneut der gemeinsame Faktor !/, auf, weil stets , aus vier umliegenden :«,-ı als Mittel 
hervorgeht, und vv; (00) enthält selbst schon '', als gemeinsamen Faktor der so. Wir 
können '/;» wie bei den Gleichungen (3,), (4) und (5) jedesmal herausziehen und brauchen 
für das folgende nur roch die stets ganzzahligen und positiven, bei den ww, verbleiben- 
den Zählerkoeftizienten oder (rewichte zu betrachten. 


3. Einführung der „Gewichtssterne“. I)iese Gewichte lassen sich bedeutend 
übersichtlicher als in Gleichungen dadurch darstellen, daß wir sie sternfürmig um einen 
Mittelpunkt genau so anordnen, wie die den Wert w (00) zusammensetzenden wu selbst 
im Netz der Gitterpunkte um die Stelle 0,0 herumliegen. Gleichung (3,) wird damit 
vollkommen ersetzt durch das Koeftizientenschema , Taf. I und den zugehörigen Nenner 
N, =4. Der Gleichung (4) entspricht Schema S, Taf. I mit dem Nenner N = 4°, der 
Gleichung (5) das Schema S; mit dem Nenner 5 —=4'. 5; sagt also beispielsweise aus: 
3 (00), der Näherungswert nach dem dritten Schritt an irgend einer bestimmten Stelle 0,0. 
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stellt sich dar, als diejenige lineare Funktion der um 0,0 als Mittelpunkt liegenden loh- 
werte wo, in der jeder Rohwert mit dem im Schema S; an seiner Stelle stehenden Grewicht 
multipliziert und außerdem durch 4° dividiert wird. Wir bezeichnen diese Schemata, die 
zusammen mit den gemeinsamen Nennern nur eine übersichtliche Schreibweise der bisher 
aufgestellten (Gleichungen bedeuten, kurz als »Gewichtssterne«. 

In dieser Darstellung lassen sich auch für die weiteren Schritte die Koeffizienten 
der wo, wesentlich einfacher ermitteln als mit Hilfe der Gleichungen. Anstatt nämlich wie 
früher die Ausdrücke für 1“, -ı (10), w,—ı (01), wy—ı (10) und ww,-ı (01) selbst explizit hin- 
zuschreiben, sie dann in Gleichung (3,) einzusetzen und gleiche ı, zusammenzuiassen, 
brauchen wir uns jetzt nur die Sterne der Zählerkoeffizienten für ww, -ı (10), we, -ı (O1), 
w,—ı (10) und we,-, (01) alle gleichzeitig in ein einziges Netz von Gitterpunkten einge 
tragen zu denken und die Gewichte der zum Teil übereinandergreifenden Sterne an jeder 
Stelle zu addieren. Dann entstehen ganz von seibst in völliger Analogie zur rechnerischen 
Durchführung die Zählerkoeffizienten für ww, (00) und zwar jetzt gleich in der übersichtlichen 
sternförmigen Anordnung. Den in :", (00) noch auftretenden Nenner 4, kennen wir von 
vornherein. Da der Stern für w,-, (00) beim vorigen Schritt gefunden wurde, können 


wir die für den neuen Schritt erforderlichen Sterne für zw, -, (10), w,-ı (O1), ww,_, (10) und 
!, 1 (01) ohne weiteres anschreiben. Denn sie stimmen mit dem für die Stelle (00) der 


Form nach überein, nur sind ihre Mitten jetzt die Punkte (10), (01),) (10) bzw. (01). Hier- 
nach sehen wir: Der Stern 8%» Taf. I für « (00) entsteht einfach dadurch, daß wir die 


Sterne für ıc, (10), ww; (O1), ww, (10) und ve, (01), die jeweils wie der Stern 5, Taf I aus vier 
Kinsen bestehen, deren Mitten aber bei (10), (01), (10) und (01) liegen, in ein gemein- 
sares Schema eintragen und addieren. Analog erhalten wir den Stern S; für ws (00 
durch Addition von vier Sternen $S;, deren Mitten wieder bei (10), (01), (10) und (O1) liegen. 
Und nun ist es leicht. durch weitere Addition von je vier Sternen auch sukzessive für 
erößeres v die Gewichte für ww, (00) anzugeben. 

Die rechnerische Durchführung vereinfacht sich noch wesentlich durch folgende 
Bemerkung: Man erkennt zunächst, daß das ganze Netz von Rohwerten ı0, (x, y) in 
zwei ineinander liegende Scharen derart zerfällt, daß sich 0, (00) mit wachsendem v ab- 
wechselnd nur durch die :r, der einen und dann wieder nur durch die der anderen Schar 
ausdrückt. Bei geradem » entsteht nämlich ww, (00) nur aus solchen, für die «+ y gerade 
ist, während die anderen den Faktor Null haben, bei ungeradem » aber aus: solchen, 
für diex@ + y ungerade ist, während jetzt an den Stellen der ersten Schar im Stern Null 
gesetzt zu denken ist. Wir nennen die Schar der ı, (x, 1y), für die e+,y gerade ist 
kurz die gerade, die andere die ungerade Schar von ar, Werten. Dieses Verhalten 
wird verständlich aus der Form des Sternes Sı Taf. I, der nur w,-Werte der ungreraden 
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Schar enthält, und aus der Berechnung jedes folgenden Sterns durch Uebereinanderlage- 
rung von je vier vorhergehenden, auf die Stellen der anderen Schar verschobenen Sternen. 

Führt man nun diese Uebereinanderlagerung von vier Sternen ?»—1 mit den Mitten 
bei (10), (01), (10) und (01) wirklich aus und addiert die dabei auf dieselbe Stelle fallen- 
den Gewichte, so tut man nichts anderes, als wenn man im unverschobenen Stern für 
w,—ı (00) an jeder Stelle, an der dort Null steht, aber im folgenden Stern » eine Gewichts- 
zahl erscheinen muß, die vier umliesenden Gewichtszahlen des Sternes » 1 addiert. 


l,ängs des handes von Stern v |! sind dabei nur zwei umliegende Gewichtszahlen, an 
den Klicken nur noch eine einzige, nämlich die Kins von Null verschieden. So läßt sich 
also der Stern v aus dem Stern vr - | durch einfachste Addition benachbarter Gewichte 


herleiten (vgl. 5, usf. Taf. I), und man kann wesentlich leichter als bei der expliziten 
Darstellung in Gleichungen mittels der symbolischen Schreibweise in Gewichtssternen 
zusammen mit dem zugehörigen Nenner N, = 4’ für jedes v ww, (00) aus dem schon be- 
kannten €, -ı (00) als Funktion der ursprünglichen Rohwerte berechnen. 


4. Explizite Berechnung der Gewichtszahlen. Der Aufbau der Gewichts- 
sterne ist so einfach, daß es leicht gelingt, auch ihr allgemeines Bildungsgesetz 
anzugeben. Erstens kann man nämlich behaupten: 


Im »-ten Stern besteht jede Seite des äußersten (uadrates von Gewichten aus 
der Reihe der »-ten Binominalkoeilizienten u ) ke. 1, 2... 
f. 


Dies folgt sofort mit Hilfe der bekannten Formel: 


} 2 v | » 

/ + 1 \\ +1 
durch Schluß von » auf vr +1 aus der eben beschriebenen Bildungsweise der Sterne 
durch Addition. Für die Sterne ı I, 2,3... ergibt sich die Richtigkeit aus Taf. 1. 


Zweitens können wir fir die im Innern der Sterne auftretenden Gewichtszahlen 
behaupten: 

Jede Zahl im Innern eines Sternes ist das Produkt aus zwei Binomialkoeffizienten 

auf dem Randquadrat des Steınes. Diese liegen da, wo zwei durch die Stelle der 

gesuchten Zahl gelegte Halbstrahlen 


7 den Rand treiien, wenn sie parallel 
(2 zu benachbarten Seiten des Rand- 
(7) v4 «‚uadrates gezogen werden. 
DEN So ist beispielsweise 


N 


$ ZA Yo) vH +1) im Stern Ss: m 1.2; 


Zr ? » 3: EU FE + 
# gr “ r Si: 16 t-4: 
Fi 24 =4-.6; u.2a.mM. 


(3 7 N Der Beweis ergibt sich wieder 
% \ mittels des Schlusses von v auf 
274) v-+ 1 aus dem eben beschriebenen 
X 
N 


ww 


jr N HATR 
N 177 ey , AL] u; Ä r 
/ \\ / Bildungsgesetz. Nebenstehendes 
u PA Po Ber x Schema zeigt ausgezogen Teiie des 
I \ | re a * Randes von Stern v, gestrichelt da- 
a et gegen, in dieselbe Abbildung ein- 
ei ge gezeichnet, die entsprechenden Teile 
ee aA” des Randes von Stern ?—+ 1. Vor- 
\ >. U ; ausgesetzt nun, im Stern v seien 
ö_ 2 “ die inneren Zahlen tatsächlich Pro- 
NL dukte aus den zugehörigen Bino- 
z mialkoeffizienten auf dem Rand, so 
gilt für irgend vier innere Zahlen 
a,b,c,d in derselben \nordnung wie in der Figur: 


=) 1.) »=(,',)() 
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Nach dem obigen Bildungsgesetz wird dann im Stern v + 1 einfach: 

Y 7 En % r ] 

E == & —+ l t G H- d == (' -+ . » ) l ) 

(6) (; 4 )| | '\« (, + 1 
r + 1 v + ] 
oder nach Formel (6): =|(,, ( J 

+ =, 


Das heißt, auch im Stern "—+ I werden die inneren Zahlen Produkte aus den 
zugehörigen Binomialkoeffizienten auf dem Rand (vgl. die Abb.),. Nun erkannten wir 
die Gültigkeit dieser Regel an den früher berechneten Sternen für ı 2,3... Folglich 
ist auch die zweite Behauptung allgemein erwiesen. 

Mittels dieser beiden Eigenschaften der Gewichtssterne ist es jetzt möglich, auch 
ohne Berechnung der vorhergehenden Sterne für jedes gewünschte » den Stern » sofort 
zahlenmäßig anzugeben. In der Gesamtheit aller Gewichtssterne hat man übrigens, 
wenn man sie zu einer Pyramide anordnet, ein räumliches Analogon zu dem Pascal- 
schen Dreieck der Kombinatorik. Hier wie dort entsteht jede Zabl der Schicht vr + | 
durch Addition der unmittelbar darüber stehenden zwei bezw. vier Zahlen der Schicht ». 
Die Seitenflächen der l’vramide bestehen selbst aus vier Pascalschen Dreiecken. Im 
vierdimensionalen Raum entspricht jeder Zeile des Pascalschen Dreieckes und jedem 
‚‚aadratischen Stern der Pyramide ein aus Koeffizienten bestehendes Oktaeder, dessen 
allgemeines Bildungsgesetz allerdings nicht so leicht zu übersehen ist als das der Zeilen 
bezw. der Sterne. 

w, (00) wird durch den bisher betrachteten Stern » dann richtig dargestellt, wenn 
dieser noch vollkommen ins Innere des Bereiches fällt, also vom Rand nicht beeinflußt 
wird. Zum Unterschied von den später behandelten »umrandeten Sternen« nennen 
wir unsere bisherigen »normale Sterne«, Die Summe aller Koeffizienten eines Normal- 
sternes » ist gerade gleich 4’. Denn im Stern 5, beträgt sie 4, und jeder folgende 
Stern » entsteht immer durch Addition von vier gleichen Sternen ? 1, wodurch die 
Koeffizientensumme jedesmal vervierfacht wird. Wir bezeichnen nun mit M den größten 
absoluten Betrag aller in unserem gegebenen Bereich überhaupt auftretenden hohwerte 
to. Im schlimmsten Fall könnten alle «, gerade gleich J/ sein, oder auch alle gleich 

M. Dann würde M/ oder auch —M gerade so oft zur Bildung von w, (00) heran- 
cezogen, als die ganze Summe der Gewichte des Sternes v angibt, also nach oben 
4‘ mal. Dazu träte außerdem der zugebörige Nenner 4’. Wir können also, solange die 
Sterne ganz ins Innere des Bereiches fallen, mit Sicherheit nur aussagen, daß -für alle 
solchen » gilt: 

U Er | ; 


5. „Umrandete“ Sterne. Nach einer gewissen Anzahl von Schritten aber muß 
mindestens eine der Gewichtszahlen des Sternes v auf einen Randpunkt fallen. Das 
heißt, bei der Bildung von :«, (00) soll nun auch dieser Randwert mitwirken, und zwar 
mit dem Gewicht der auf seine Stelle fallenden Zahl des Sternes v. Wir haben aber 
den konstanten Randwert Null voranseesetzt. Daher dürfen wir an der Stelle, wo der 
Rand erreicht wird, uns statt der Gewichtszahl in den Stern » der Deutliehkeit halber 
auch eine Null eingetragen denken. Jetzt kann, selbst wenn alle «„ im Innern des 
Bereiches gleich M oler alle gleich —\/ wären, in (7) das Gleichheitszeichen nicht 
mehr gelten, sondern es ist für dieses bestimmte » sicher schon: 

w, (00) <M, 
und es gilt, dieses Kleinerwerden mit wachsendem » weiter zu verfolgen. 
Um den nächsten Stern für v“, +1,00) zu bilden, hätten wir nach 3. die vier 


Sterne », deren Mitten bei (10), (01), (10) und (01) liegen, übereinanderzulagern nd 
zu addieren. Wenn aber- schon eine Zahl des Sternes für zw, (00) auf den Rand fiel, 
so muß erst recht einer der vier verschobenen Sterne » Stellen des Randes bedecken, 
ja er müßte sogar, wenn er dieselbe normale Form hätte wie unsere bisherigen Sierne, 
noch über die Punkte des Randes hinausreichen bis zu Stellen, die mit der Aufgabe 
überhaupt nichts zu tun haben. Ein Beispiel mag dies erläutern: Der Punkt (00) liege 
drei Maschenweiten von einem längeren, geradlinioen Stick des Randes entfernt. (Vel. 
Taf. II. Der Rand wird hier zwischen zwei dickere parallele Linien eingeschlossen, 
während das Karo, das die Stelle (00) enthält, stark eingerahmt ist.) Die übrigen Teile 
des Randes mögen so weit abliegen, daß sie auf unsere Betrachtungen keinen Kinfluß 
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haben. Bei diesen Annahmen fällt 
zum ersten Mal nach drei Schritten 
die Eins der linken Ecke des Sterns 
für zu; (00) bei (30) auf den Rand 
und darf durch Null ersetzt werden. 
In Interesse einer kurzen Aus- 
drucksweise bezeichnen wir weiter- 
hin den Stern für ze, (xy). also den 
Stern nach dem »-ten Schritt, dessen 
Mitte bei (xy) liegt, mit 8, (ay). 
Der obige Stern heißt demnach 
S, (00), und der folgende $‘; (00), 
wäre nun zu bilden durch Zu- 
sammenfügen von vier Sternen 
v—3 und Addition der überein- 
andergreifenden Teile, was wir 
symbolisch ausdrücken durch die 
Gleichung: 
54 (00) = 95 10) | S; (01) 
S; (10) -+ 8; (01). 


> 


haben %; (O1) und 
N, (01) dieselbe Form wie 3 (00). 
Sie sind nur nach (01) bzw. (01) 
verschoben. ; (10) ist ein Normal- 
stern ” =). Würden wir aber 


Hierin 


auch für 5; (10) einen Normalstern 


einsetzen, so würde er bei (31) 


und (31) mit dem Rand zusammen 
fallen und bei (40) sogar über den 
Rand hinausgreifen, was sinnlos 
wäre. Um die wahre Form von 
S; (10) zu finden, muß man diesen 
Stern in die Bestandteile aufspalten, 
aus denen er entsteht. Es muß 
nämlich sein: 


S; (10) = Ss (00) + 5, (11) 
+ 3 (20) + 83 (11 
Hierin ist 8% (00) Normal- 
stern ”=2, 5 (11) und  ( 1 ) 
haben dieselbe Form, nur wird 


ihre linke Eins auf dem Rand durch 
Null ersetzt. Ss, (20) aber würde 
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als Normalstern wieder über den Rand nach links hinausreiehen. Wir müssen ihn also 
nochmals aufspalten. Diesmal wird nur: 


5 (20) = Sı (10) + Sı (21) +0 +81 (21). 


Denn einen vierten Stern, Sı (30), gibt es nicht, weil der Randwert (30) — 0 
vorgegeben ist und nicht erst gesucht wird. Die drei S;, (20) zusammensetzenden Sterne 
sind aber alle sofort angebbar. Denn SS, (10) ist normal für » — I, und bei S; (21) und 
N, (21 fehlt nur die linke Eins auf dem Rand. 

Somit ergibt sich: 

5, (00) = 8; (10) + 83 (01) + [82 (00) + 8, (11) 

81 (10) + 8 (21, HS (2 I) +83 (11)] +83 (01), 
und man kann hiernach die Entstehung des neuen, nicht mehr normalen Sternes in 
Taf. II verfolgen. Er enthält nicht nur drei Koeffizienten weniger als der entsprechende 


Normalstern, sondern außerdem ist eine seiner Gewichtszahlen, nämlich die bei (20), um 
Eins kleiner geworden als die entsprechende Zahl im Normalstern. Dies erklärt sich 


sofort daraus, daß beim Aufbau die Eins des jetzt fehlenden Sternes (30) an der Stelle 
20) fortfiel, die im Normalstern enthalten ist. 
Für den nächsten Stern $; (00) findet man durch ganz entsprechende Aufspaltung: 


N; (00) = 8; (10) + 8; (01) + [83 (00) + 83 (11) 


+ £53 (10) +83 (21) +83 (21) +85 (11)] + 54 (01), 


womit auch er berechenbar wird. Bei dem folgenden Stern 8; (00) muß außer ; (10) 
jetzt auch 8; (10) in seine Bestandteile aufgespalten werden, da ein Normalstern $S; (10) 
schon über den Rand hinausgreifen würde. Sonst verläuft alles analog oben. S; (00), 
Taf. II hat nun schon sechs und das ebenfalls noch berechnete $; (00), Taf. II zehn 
Gewichtszablen weniger als die entsprechenden Normalsterne. Außerdem fällt eine immer 
wachsende Arzahl von inneren Gewichten kleiner aus, als nach den Normalsternen zu 
erwarten wäre, weil mehr und mehr Teilsterne, die die normalen Sterne aufbauen helfen, 
jetzt mit ihren Mitten außerhalb unseres Bereiches fallen, also beim Aufbau der neuen 
Sterne weebleiben müssen. 

Man erkennt, daß dies unabhängige von unserem speziellen Beispiel allgemein 
gelten muß. Jeder Stern, der bei normaler Gestalt irgendwo über den Rand hinaus- 
greifen würde, setzt sich in Wirklichkeit picht aus allen Bestandteilen zusammen, aus 
denen der entsprechende Normalstern entsteht, sondern alle die Teilsterne, deren Mitten 
auf den Rand zu liegen kämen, fallen weg. Dies führt zu dem für das folgende wichtige 
(resetz, daß im Innern die Gewichtszahlen, sobald die Sterne den Rand erreicht haben, 
langsamer mit der Schrittzahl » anwachsen, als die entsprechenden Zahlen der Normal- 
sterne. Je größere Teile des Randes vom Stern erreicht sind, desto stärker macht sich 
die Wirkung veltend, da die fehlenden Sterne immer zahlreicher werden. 


6. Abschätzung des ı-ten Näherungswertes. Der Betrag we, (00)| wird 
sicher dann am größten, wenn die ltohwerte ı, aus denen es sich nach dem Stern » 
mit dem zugehörigen Nenner 4’ zusammensetzt, alle denselben erößtmöglichen absoluten Weıt 
haben, also alle entweder gleich + .\/ oder alle gleich — M sind. Sobald nun die Sterne 
iiberall den Rand erreicht haben, wächst die Anzahl ihrer Koeffizienten nicht mehr wie 
vorher mit », sondern sie bleibt von da ab konstant für gerades bezw. ungerades v. 
Es besitzt nämlich immer der Stern mit geradem » soviele Koeffizienten als Stellen (xy) 
unserer geraden wüo-Schar von 3. im Bereich liegen. Diese Anzahl sei p. Der Stern 
mit ungeradem v aber entbält immer soviele Koeffizienten, als Stellen der ungeraden 
9-Schar ins Innere des Gebietes fallen. Diese Anzahl sei 9. Außerdem können wir 
nach oben sicher sein, daß kein Koeflizient des umrandeten Sternes »v größer ist, als der 

y\3 
größte Koeflizient des Normalsternes vr. Dieser ist für gerades » gleich{ » |, oder wenn 
> 


7 
j) - 
> . 


” * .. . sıT y,.. * * 
wir » — 27 einführen, gleich ( ) . Für ungerades » wird er | »— ı|, oder mit’=27-+ | 
7 T 
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; 2tr+1\? . r . y : x 
gleich ( ) . Ersetzen wir also die Koeffizienten unseres umrandeten Sternes » 
T 


sämtliche durch den größten des Normalsterns v, so ist sicher immer: 


A » M 27T ° a: i 
w ,(00) < ger ( für » Be 24 10 SiLe Se 
“ T 
Ä yM 2Tr+1\° .. 
ww, (00) < — ( ) flürrv=27+1 5 
F- t I 


und zwar gilt dies jetzt für jeden beliebigen Gitterpunkt (00) im ganzen Bereich, auch 
in beliebiger Nähe des Randes. 
Nun ist aber: 

















27 2m)! 2tr+1 | 2r+1)! 
| )- = und | )= _——— —, 
y 51,” I +1 3 
Mit Hilfe der für jedes positive, ganzzahlige „ geltenden Ungleichungen'): 
| | 
, — N nn + 2 . nt = 
V>n:.e N -<n!<V2n:.e 1- N B 
wird also: 
N 9-+ 1 9-4 | N . 3 | 
24 I 2 E= 
pM We > V2r°e 2 .. . pM el- 
4-T \r ) 2 7 ( ’ ;) zu Br 
= V2r e ‘7 . Be 
Läßt man nun 7 mit der Schrittzahl » unbegrenzt wachsen, so wird: 
| 
r 7 12 
Im 2#,0 —(, 
> 4 TI I 
also nach (S) erstreckt auch: 
im w,(00) =0 für vr =2r. 
>» X 
Andererseits ergibt sich mittels der Ungleichungen (10): 
=-G@:r) + ; Ic+1 
N Ir +1N\? aM V2r:-e Ari, 9,7121) 2 
7: ( ) < 1: P r 4 
42° -1 rt 42 ı re r_. 1% ( ’ ‚) 
‘) 
E V2nve 7 N u 
) 3 
een 
gM T 12 : 1 \- =] 
— “0 | l + ) 
D 6 6° 1 | 21 ] 
T 2 + i; 
T 
Da aber 
+) 
T . 1. ( . 1 - 
lim — 0, lim , = 1 lim 1 | ) —e, 
x 1 >» ı > u 2 ı 
T 2 + 
T 
so ist auch 
(: 
a 3 ae TI en ]2 
Km (#7. A RE -) 0 
19} ’ i ., 
>. 8 e” 1 2ı \ 
T+2+ 
T 
und nach (9) erstrecht: 
lim ww, (00) = 0 für 2 +1. 
>» © 


Also wird tatsächlich, wie wir beweisen wollten, an jeder Stelle des Bereiches 
durch das Ermittlungsverfahren nach einer genügend großen Anzahl von Schritten der 
Unterschied zwischen wahrem und Näherungswert, das heißt unser .r, (00) , unter jede 
noch so kleine Schranke herabgedrückt. Ueber die spezielle Form des Randes brauchten 
wir zum Beweis keine Voraussetzung zu machen. Benutzt wurde nur, daß die Sterne 


) Serret-Scheffers, Differential- und Integralrechnung II, Nr. 518. Zuerst: J. A. Serret, 


C. R. 590, 622, 1860. 
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überhaupt durch irgend einen mit dem Gitter zusammenfallenden geschlossenen Rand 
umgeben werden und folglich auch bei unbegrenzt wachsendem vr immer nur eine end- 
liche Anzahl p oder g von Gewichtszahlen enthalten. Im übrigen ist die Gestalt des 
Randes beliebig. Er kann einspringende Ecken haben, aus mehreren isolierten Teilen 
bestehen, so daß das Gebiet mehrfach zusammenhängt oder selbst in mehrere Teile zer- 
fällt u. a. m. 

Der Beweis läßt sich durch eine andere Fragestellung auch noch auf einem etwas 
einfacheren, wenn auch dafür weniger instruktiven Weg erbringen. Die Untersuchung 
des »-ten Näherungswertes, zw, (00), wurde aber deshalb hier eingehend behandelt, weil 
wir später anläßlich der Diiferentialgleichung JJu—= 0 darauf zurückgreifen werden. 
Statt dessen denke man sich in den ganzen Bereich, dessen Itandwert wieder konstant 
gleich Null sei, nur einen einzigen von Null verschiedenen Rohwert ı, (00) eingetragen, 
und wir fragen, was aus ihm entsteht, wenn dieses spezielle Iohwertschema einmal, 
zweimal... »-mal dem Mittlungsverfahren unterworfen wird. Man findet, daß «, (00) in 
immer mehr, immer kleinere Teile aufgespalten wird, die sich nach der Vorschrift der- 
selben Sterne über den ganzen Bereich ausbreiten, die wir vorher eingehend behandelten. 
Wenn die Sterne den Rand erreicht haben, wächst die Anzahl der Teile nicht weiter 
an, aber ihre Größe nähert sich mit wachsendem vr mehr und mehr der Null. Man zeigt 
mit denselben Hilfsmitteln wie oben schließlich ihr völliges Verschwinden für unbegrenztes 
Anwachsen der Schrittzahl. Wenn statt eines einzigen alle Rohwerte im Innern des 
ganzen Bereiches von Null verschieden angenommen werden, so ändert sich an der 
Betrachtung nichts, als daß die Sterne aller Rohwerte iübereinandergelagert und addiert 
werden müssen. In die Abschätzungsformeln treten dann einfach anstatt der Koeffizienten 
p und 9 andere konstante Faktoren ein, womit die Konvergenz also auch auf diesem 
zweiten Weg in derselben Aligemeinheit wie zuerst bewiesen werden kann. 


7. Bemerkungen zur Durchführung des Mittlungsverfahrens. Bei der 
rechnerischen Durchfühung des in l.dargelegten Mittlungsverfahrens ist vor 
allem auf die Beschaffung der Rohwerte große Sorgfalt zu verwenden, da man dadurch 
das Approximationsverfahren ganz wesentlich verkürzen kann, während es sich sonst 
leicht endlos hinzieht und anfängliche Nachlässigkeit bitter rächt. Bei numerischen Ver- 
suchen im Zusammenhang mit dem später beschriebenen Verfahren für das Problem 
vierter Ordnung gelang es, die Rohwerte für Quadrate mit n = 12 inneren Gitterpunkten 
länes einer Randseitae so gut zu bestimmen, daß die darauf folgende Ermittlung stets 
schon nach 12 bis 15 Schritten zum Stillstand der Werte, also ans Ziel der Approximation 
führte. Bei früheren Berechnungen mit schlechten Rohwerten in anderen, auch kleineren 
Bereichen hatten oft erst 30 und mehr Schritte dies bedeutet eine Rechenarbeit von 
mehreren Tagen genügt, um die endgültigen Werte zu erreichen. Die Rohwerte für 
n = 12 wurden aus schon vorhandenen, entsprechenden Quadraten mit Kleinerem n, also 
roherer Gittereinteilung in der Weise gewonnen, daß man die Zahlen einiger besonderer 
Stellen des Bereichs, vor allem der vier inneren Eckpunkte und der (@uadratmitte aus 
den entsprechenden Werten für kleinere n graphisch extrapolierte. S dann wurden, eben- 
falls graphisch auf Millimeterpapier, mit Benutzung der schon gewonnenen Werte zu- 
nächst längs der vier Seiten des ersten Innenrings von Gitterpunkten und dann auch 
längs aller horizontalen und vertikalen Reihen von Punkten für das ganze (Quadrat Quer- 
schnitte durch die gesuchte Fläche entworfen unter möglichster Anlehnung an die schon 
bekannte Form der Fläche bei kleineren n. Die hieraus abgelesenen Ordinaten stellten 
sehr gut brauchbare Rohwerte für das ganze Gebiet dar. Demrach wäre bei einer großen 
Aufgabe auch in anderen Fällen die Mühe nicht zu schenen, zunächst dasselbe Problem 
etwa mit einer nur ganz groben und dann noch mit einer etwas feineren Gittereinteilung 
durchzurechnen und von da aus nach dem obigen erst in zweckentsprechender Weise 
die Rohwerte für die eigentliche Anfgabe herzuleiten. Man spart damit mehr Arbeit, als 
wenn man gleich bei der eigentlichen Aufgabe beginnt, mit schlechten Rohwerten blind- 
lings daraui los zu rechnen. 

Zur Abkürzung des Verfahrens ist es mitunter auch zweckmäßig, die gesuchten 
Funktionswerte aus den Näherungswerten der ersten Schritte zu extrapolieren. Man 
muß dabei aber vorsichtig sein. Denn nach ähnlichen Ueberlegungen wie am Ende von 
4 kann unser früheres ı“, (00) durch den Einfluß großer Nachbarrohwerte anfänglich dem 
Betrage nach noch wachsen. Das heißt, ein Näherungswert der allgemeinen Aufgabe 
mit beliebigen Randwerten kann bei den ersten Schritten der Rechnung noch falscher 
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werden als der ursprüngliche Rohwert. Erst nach einer gewissen Anzahl von Schritten, 
die von der Größe des Bereichs abhängt, da erst alle Sterne den Rand ganz erreichen 
müssen, beginnen alle Näherungswerte, den wahren Lösungen der linearen Gleichungen 
zuzustreben. Erst dann erhält man eine angenäherte Vorstellung von dem Ziel gegen 
das die Werte wandern, und erst dann hat es wirklich Sinn, zu extrapolieren. Auch 
die weitere Annäherung erfolgt übrigens oft nicht monoton, sondern oszillierend. Dies 
geht daraus hervor, daß zw, (00) sich abwechselnd nur aus Zahlen der einen oder an- 
deren der in 3 genannten Scharen von Rohwerten zusammensetzt. Solche Erscheinungen 
übersieht man besonders deutlich, wenn man das Ermittlungsverfahren in vollkommener 
Analogie zur Bereehnung graphisch mit Zirkel und Millimeterpapier darchführt. Doch 
bietet diese Methode keine wesentlichen Vorteile an Schnelligkeit gegenüber dem 
numerisehen Weg. 

Sobald alle Sterne den Rand überall erreicht haben, bedeutet tatsächlich, abgesehen 
von dem ständigen Oszillieren, jeder Wert ww, eine Verbesserung gegenüber dem Wert 
’,—ı, und zwar gilt dies in gleicher Weise bei der speziellen Fassung unseres Konvergenz 
beweises wie bei der allgemeinen Aufgabe mit beliebigen Randwerten. Wenn man also 
beispielsweise von links kommend schon den Wert an der Stelle (10) und auf dem nächst 
äußeren Ring von Gitterpunkten etwa denjenigen bei (01) verbessert hat, so kann man 
das Verfahren weiter dadurch beschleunigen, daß man den Wert or, (00) statt wie bisher 
nach der Gleichung (3,) nach der folgenden berechnet: 

ec, (00) = !/, [w,-ı (10) + w, (01) + w, (10) + w,-ı (01)] 
also stets überhaupt alle zu Gebote stehenden besten Werte bei der neuen Ver 
besserung mitbenutzt'). la diesem Falle kann die Ermittlung vorteilhaft in einem 
einzigen Werteschema vorgenommen werden, indem man stets einfach jede zu ver 
bessernd Zahl ansradiert und an deren Stelle selbst gleich den verbesserten, neuen 
Wert einsetzt. 

Das Mittlungsverfahren daıf aber aui keinen Fall eher abgebrochen werden, als 
bis sich tatsächlich auch im ganzen Schema kein einziger Wert mehr ändert. Man braucht 
durchaus auch noch nicht annäherungsweise bei den endgültigen Werten angelangt zu 
sein, wenn nur hier und da bei der vorigen Durchrechnung noch eine Zahl größer oder 
kleiner geworden ist. Bei nochmaligem Durchrechnen zeigt sich oft, daß alles in der 
Umgebung einer solchen vorher abgeänderten Zahl, obwohl es bis dahin stimmte, durch 
diese eine Aenderung umgestoßen wird und neu berechnet werden muß. Um das Ver 
fahren zu beschleunigen, tut man gut, sobald die Funktionswerte beginnen, einigermaßen 
beständig zu werden, jedesmal wenn sich noch irgendwo eine Zahl ändert, nicht weiter- 
zurechnen, sondern gleich in deren ganzer Nachbarschaft nachzuprüien, ob dort die bis- 
herigen Werte auch mit dem veränderten Nachbarwert noch Gültigkeit behalten oder 
nicht, und nötigenfalls auch diese abzuändern. 


8. Untersuchung der Aufrundungsfehler. Bei praktischen Aufgaben handelt 
es sich stets darum, zahlenmäßige Werte zu gewinnen, die nach irgend einer bestimmten 
Anzahl von Stellen abgebrochen sind. In den allerseltensten Fällen aber können diese 
Ergebnisse einer fertiggerechneten Aufgabe auch noch mit ihrer letzten Stelle die ge 
iorderte Bedingung: 

(00) = ', |w (10) + w (O1) +" (10) + w (01 R; Se 8, Kor rn 


streng erfüllen, d. h. die Forderung, daß jeder Funktionswert das arithmetische Mittel der 
vier Nachbarwerte sei. Vielmehr muß die letzte Stelle gewöhnlich auf- oder abgerundet 
werden und kann daher nur näherungsweise richtig sein. Diese Abänderungen machen 
sich in dem gesamten Schema der Funktionswerte in sehr verhängnisvoller Weise be 
merkbar. Denn müßten wir an einer Stelle beispielsweise 17'/, ins Netz der Gitterpunkte 
eintragen, während wir aber nur ganze Zahlen führen wollen, so runden wir ab auf 17 
und machen dabei einen Fehler von '/,, der bei der Berechnung aller vier Nachbarwerte 
nun stillschweigend übergangen wird. Der rechts von 17’/, stehende Funktionswert zu (00) 
etwa habe als weitere Nachbarwerte strenz die Zahlen 20'/, 14', und 10°/,, die mit 
dem ersten zusammen in der Änordnung: 


1 . y . ’ R : 3 : 
Herrn Liebmanns Konvergenzbeweis für den «quadratischen Bereieh stützt sich auf diesen 


Kunsteriff (i.e.), während wir ihn bisher nicht anwandten. 
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20 78 
777 uu/ ) J 14 




















die Summe 62'/, also (00) = 15”/ı; ergeben. Bei der Vorschrift, daß nur ganze Zablen 
gewünscht werden, stehen nun aber in Wirklichkeit als Nachbarwerte von ı" (00) die 
folgenden abgerundeten im Schema: 17, 20, 14, 10, die za der Summe 61, also zu « (00) 

'/s führen. Rundet man hier nach der Vorschrift ab, so erscheint ı (00) — 15, 
während man unter Berücksichtiguag der genauen Nachbarwerte richtiger aus ıe (00) 
— 15°/ıs auf 16 hätte aufrunden müssen. Mit dem falschen :- (00) können dann auch 
wieder leicht dessen Nachbarwerte gefälscht sein und so fort. Da nun im ganzen Bereich 
nur die Randwerte wirklich richtig sind, alle anderen Zahlen aber untereinander und mit dem 
Rand nur durch die angenähert, d. h. bis auf Aufrundungen geltende Ermittlungs- 
sleichung (11) zusammenhängen, so sieht man ein, daß um so beträchtlichere Ab- 
weichungen von den wahren Lösungen des linearen Gleichungssystems auftreten können, 
je weiter innen im Bereich man sich befindet. Wir bezeichnen diese Abweichungen der 
fertigen l’unktionswerte von den gesuchten wahren Lösungen wegen der Ursache ihres 
Entstehens als »Aufrundungsfehler«. 


nn —— 15 


Um ihrem Auftreten wenigstens etwas entgegenzuarbeiten, kann man’ die Rechnung 
in der Weise durchführen, daß der Rest von genau einer halben Einheit der letzten Stelle 
nicht einfach vernachlässiet, sondern bei den Funktionswerten stets besonders vermerkt 
wird durch einen Querstrich über der nächst größeren Ziffer der letzten Stelle. So 
schreibt man also, wenn die Summe beispielsweise 70 beträgt, statt 17 oder 15 genauer 


17/2 Is ins Netz der Gitterpunkte ein. Dann kann man auch bei der Bildung der 
Nachbarwerte diesen Rest von '/» berücksichtigen und so die Aufrundunrgsfehler wenigstens 
etwas herabdrücken. 

Die Aufrundungsfehler bedingen die überraschende Erscheinung, daß das Er- 
mittlungsverfahren in der Praxis nicht zu einem eindeutigen Lösungssystem von 
Funktionswerten führt. Das Schema A, Taf. IIl, das man sich völlig symmetrisch zu einem 
(Juatrat mit n — 17 inneren Gitterpunkten längs jeder Seite, also mit 289 inneren Funktions- 
werten ergänzt denken muß, entstand beispielsweise dadurch, daß alle ursprünglichen 
Rohwerte zu groß gewählt wurden. Schema B dagegen zeigt die Fuuktionswerte der- 
selben Aufgabe mit denselben Randwerten, wenn alle Rohwerte zu klein angenommen 
waren. Bei ihm wie bei A ist die Ermittlung wirklich zu Ende durchgeführt, sodaß kein 
Wert bei nochmaligem Durchrechnen sich mehr ändern würde. Jedoch sind die Zahlen 
beider Schemata grundverschieden von einander, und zwar in zunehmendem Maß, je 
weiter man nach innen geht. Es sind die Aufrundungsfehler, die das erste Mal die 
Funktionswerte zum Stillstand kommen ließen, als sie noch größer waren als die wahren 
l,ösungen, das andere Mal aber, noch ehe sie von zu kleinen Beträgen aus ansteigend 
die wahren Werte erreichten. Diese liegen offenbar zwischen denen der Schemata A und B. 
Um ihnen näher zu kommen, wurde ein weiteres Schema Ü berechnet, dessen Zahlen 
jetzt eine Stelle mehr enthielten, als die der beiden vorigen, das also sicher, wenn es 
ebenso falsch ausfallen sollte als diese, seine Fehler hauptsächlich nur auf diese letzte 
beschränken, die nächste Stelle aber, die uns gerade interessiert, im wesentlichen richtig 
geben mußte. Man sieht, die Werte liegen in der Tat etwa in der Mitte zwischen denen 
der Schemata A und B. 

l.äßt man weiter bei jeder Zahl von (' die letzte Stelle weg und führt mit diesen 
neuen Rohwerten abermals ein Ermittlungsverfahren durch, so entsteht wieder ein neues 
Schema D, dessen Werte sich von denen von Ü überhaupt kaum unterscheiden. So haben 
wir für dieselbe Aufgabe bereits drei gleichwertige Lösungen gefunden, die sämtlich die 
Rechenvorschrift völlig erfüllen, daß jeder Wert — bis auf die zulässigen Aufrundungen 
von weniger als '/;s — das Mittel der umliegenden Werte sei. Aber man sieht ein, daß 
sich große und kleine, positive und negative AÄufrundungsfehler in mannigfach ver- 
schiedener Weise so über ein Schema von Funktionswerten verteilen können, daß diese 
die geforderte Vorschriit erfüllen. Deshalb kann man noch auf viele Lösungen der Auf- 
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gabe stoßen, wenn man nur von geeignet gewählten hohwerten ausgeht. Sämtliche 
möglichen Lösungen liegen aber jedenfalls zwischen zwei Schranken, von denen die 
eine lauter Zahlen mit stets der größtmöglichen Aufrundung enthalten müßte, die andere 
nur solche, die alle um möglichst viel abgerundet wären. 

Wir bezeichnen jetzt den Aufrundungsfehler, um den jeder in einem fertig be- 
rechneten Schema stehende Funktionswert :c (x y) von dem durch Ermittlung nicht erreich- 
baren wahren Wert abweicht, mit & (ey). Nennen wir den wahren Weıt W (x ı), so soll sein: 

u (ey) VDE . 5 rer sa 
Die Fehler werden dabei dem Vorzeichen nach im Sinn der Ausgleichungsrechnung 
stets wirklich als Fehler, nicht als Verbesserungen behandelt. Die Ursache für ihr Auf 
treten besteht nach oben darin, daß viele Funktionswerte ww ((r y) nur bis auf eine gewisse 
Aufrundung, die 7 (&,) heiße, das arithmetische Mittel der Nachbarwerte darstellen. 
Gleichung (11) wird nicht streng erfüllt, sondern statt dessen ist für eine bestimmte 
Stelle (00) genau: 
vw (00) = "14 [w (10) + w (01) + w (10) + (01)| +7 (00), 

oder mit (12) 
W(00)+8(00)="/,[W(10)+W (01) + W(10)-+ W(o1) +8 (10)-+8 (01)+8(10)+8(01)|-+n7(00) 
Da aber für die wahren Werte die Beziehung: . 

IV (00) = '4[W (10) + W (01) + W (10) + Wio1)] 


j 


streng gilt, so ergibt sich durch Subtraktion für die Aufrundungsiehler die wichtige Gleichung: 
e(00)—=!/,[e(10)+ e(01)-+E(10) +E(01)) +7(00). . . . (13). 
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Diese läßt sich — wie die Gl. (11) für die Ermittlung der Funktionswerte selbst 


zar numerischen Berechnung der Aufrundungsiehler an jeder Stelle des Bereichs ver- 
wenden. Entweder können wir wieder für jeden Innenpunkt des Gitters die zugehörige 
Gl. (15) hinschreiben und das entstehende System nach seinen Unbekannten & auflösen. 


c 


Dies wird aber mit den inhomogenen Gleichungen bei größeren Bereichen nicht leichter 


gelingen als mit den homogenen für die Funktionswerte. Oder aber — und das ist ein 
durchaus brauchbarer Weg, für den wir allerdings einen besonderen Konvergenzbeweis 
schuldig bleiben wir führen mit Hilfe der Gl. (13) ein dem früheren völlig analoges 


Irmittlungsverfahren aus, indem wir, da der Rand richtig ist, die festen Randwerte 
Null ansetzen und dann im Innern geeignete Rohwerte & mittels der Gl. (13) sukzessive 
verbessern. Für „ ist dabei an jeder Stelle die dort vorgenommene Aufrundung einzu- 
setzen. Natürlich werden die so gewonnenen Fehler : selbst wieder durch Aufrundungen 
falsch, und man muß, um sie genügend genau zu erhalten, eine hinreichende Anzahl von 
Stellen bei ihrer Berechnung mitnehmen. 


In dem bezüglich der Diagonale symmetrischen, «uadratischen Schema: 











0 2 wr | 50 2 von neun fertig be- i 
rechneten inneren 
ar Funktionswerten fin 
= den beispielsweise 


Br folgende Aufrundun- 
Y | gen 7 statt: 





























Wir erhalten demnach, wenn wir den linken unteren Eckpunkt des Randquadrates ( =» im 
obigen Schema der Funktionswerte) die Koordinaten 0,0 zuschreiben, für die Aufrundungs 
fehler die Gleichungen: 


b | | 1 2 € 12 ) ei? 2) —: ’E x ( 1?) 4 £ 23 

f O ü R ei 
e (12) = !4 le(ıl) +E(13) + E(22)] + € (25) = !u [s (13) + 8 (22) + € (33 r 
‘ (19 ae (12) + € (25) Eelvö)= 2 € 23). 


Ihre Auflösung läßt sich noch leicht streng leisten und führt zu folgenden Werten :: 








0 Yn 125 | WITH | 53W 
Die hiernach richtir ge 
/ 0 z 2 -w 3I2Y7 | 250 
stellten Funktionswerte: 
— + n Kan ö ne  \ n _— 
Ad 7196 3/7 




















erfüllen die Forderung, daß jeder Wert das Mittel der vier umgebenden sei, nun auch 
tatsächlich streng. Somit ergibt sich ein Weg, den wahren Werten ]|/” beizukommen. 
Berechnet man die Fehler & streng, so erhält man die W genau. Werden die Fehler 
aber nur durch Approximation ermittelt, also selbst etwas falsch, so gelangt man mit 
ihrer Hilfe wenigstens zu Funktionswerten, die den WW sehr nahe liegen. 

Um eine Vorstellung von der Größe der Aufrundungsfehler zu geben, die im 
schlimmsten Fall auftreten könnten, wenn an jeder Stelle die größte überhaupt mög- 
liche Aufrundung  stattfände, haben wir die hierfür in Betracht kommenden Gleichungs- 
systeme bei einigen «uadratischen Bereichen streng aufgelöst. Bei Verwendung des oben 
eingeführten Querstrichs für den Rest !/, beträgt die größte je vorkommende Aufrundung ',; 
der letzten Stelle, die in die Gleichungssysteme überall für 7 einzusetzen war. Sie ent- 
steht in Wirklichkeit dann, wenn die durch vier zu dividierende Summe der Nachbarwerte 
um 1'/, der letzten Stelle über oder unter der nächsten durch vier teilbaren Zahl liegt. 
Die Feinheit der Gittereinteilung ist in der folgenden Tabelle 1 wie bisher durch die 
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Anzahl n der inneren Gitterpunkte längs einer Quadratseite ausgedrückt. Der Koordinaten- 
anfang (00) liegt wie bei dem Beispiel des vorigen Abschnitts im linken unteren Eckpunkt 
des Randquadrates. Die Zahlen der Tabelle geben die maximalen Aufrundungsfehler 
in Einheiten der letzten Stelle: 


Tabelle |. 








n = ) n=» n ==4 n 5 
e (11 0.75 1.031 ..25 1,428 
e (1 215 1.75 ’ 106 
E | ) ’ 508 
& (22 I,bSS8 90 3,158 
& (93 3.519 
e(3 8494 


Bei «wuadratischen wie überhaupt bei allen symmetrischen Bereichen sind symmetrisch 
gelegene Werte © gleich groß, brauchen also nur einmal berechnet zu werden. Denn die 
Maximalfehler sind unabhängig von der Größe der Funktionswerte, da sie sich allein 
infolge der größtmöglichen Aufrundungen von ’/s additiv über die wahren Werte lagern. 
Nur die Entfernung vom Rand des Bereichs ist für ihre Größe maßgebend. Man 


muß sich also die Werte der Tabelle I für die einzelnen (Juadrate symmetrisch wieder 
holt denken. 


Bei größeren quadratischen Bereichen kann man durch eine rohere Schätzung auf 
einfachem Weg wenigstens zu oberen Schranken für die Maximalfehler ge 
langen. Auf einfachem Ueberlegungen folgt, daß auf jedem zum Rand konzentrischen 
Innenquadrat von Gitterpunkten stets der kleinste Maximalfehler in der Ecke, der größte 
aber bei der Mitte der Quadratseite liegen muß, und die Beträge wachsen mehr und mehr 
an, je weiter man nach innen kommt. Setzt man also für alle Maximaliehler eines jeden 
solehen Innenquadrats den größten bei der Seitenmitte ein, so erhält man für ein jedes 
nur noch je eine Fehlergleichung (15), also im ganzen für einen quadratischen Bereich mit 
n inneren Gitterpunkten längs einer Seite des Randes nur n/2 Gleichungen, wenn n gerade, 


H + 1 « ” ” “ » ” 
und „ Gleichungen, wenn es ungerade ist. Das entstehende System ist so einfach, 


daß man es leicht auch noch für größeres n streng auflösen kann. Verstehen wir unter 
&), &,...&, diese Schranken für die größten Maximalfehler auf dem ersten, zweiten, 


innersten Innenquadrat, so ergeben sich in Einheiten der letzten Stelle beispielsweise 
lolgende Werte: 


Tabelle 2. 








n—=3 n=) n=6 n=7 n 12 
& 1.875 8.575 3.75 4,875 3.25 
&9 2.250 5,250 6,00 8,250 15.00 
&3 5.625 6,75 10.125 20,25 
s: 10,500 24,00 
&5 | 26,25 
E6 27.00 


die freilich, wie ein Vergleich mit Tabelle I zeigt, viel zu groß sein dürften gegenüber 
den wirklich möglichen Maximalfehlern. 

Alle diese Betrachtungen weisen darauf hin, daß die Aufrundungsfehler schon von 
wesentlichem Einfluß auf die durch »Mittlung« berechneten Funktionswerte sein können 
und daher bei Aufgaben, die einige Genauigkeit erfordern, wohl der Beachtung verdienen. 
Ueber den Unterschied zwischen den Lösungen der Differenzengleichung und der Diffe- 
rentialgleichung sagen sie freilich nichts aus.') 


) Vergl. hierzu die Anmerkung 1 der Einleitung. 
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Il. Die zweite Randwertaufigabe für harmonische Funktionen. 


9. Die Problemstellung. Unter der zweiten Randwertaufgabe versteht 
man bei der Diiferentialgleichung Je — 0 das Problem, die harmonische Funktion w im 
Innern eines Bereichs dann zu finden, wenn auf dem Rand statt der Funktion selbst ihre 
partielle Ableitung nach der nach innen gerichteten Normalen,  , gegeben ist'!). Dabei 


(In 


muß das über den Rand erstreckte Integral: 


"dw \ 
hd ds N PR 70°: UWE FEED 
Jon 


sein. Natürlich wird hierdurch © nur bis auf eine Konstante bestimmt, und man muß 
noch in irgend einem Punkt des Randes oder des Innern die Funktion selbst vorgeben, 
um die Lösung eindeutig zu machen. 

Im Falle der Rechnung mit endlichen Differenzen in einem wie früher in den 
bereich eingetragenen System von Gitterpunkten ersetzen wir an jeder Stelle längs des 
Randes die Ableitung  “ durch die Differenz: 


en 


d= w Pi. Tin a 2 he ale oike ziam 15) 
zwischen dem Funktionswert © auf dem ersten Innenring von Gitterpunkten und dem ihm 
benachbarten Randwert r und bezeichnen sie kurz als »Steigung«. Da es sich hier 


wie im folgenden meist nur um die Betrachtung irgend zweier unmittelbar benachbarter 
Werte auf dem ersten Innenring und dem Rand handelt, können wir uns jetzt die genauere 
Bezeichnung der Funktionswerte durch die Koordinaten der Gitterpunkte gewöhnlich 
sparen. Die Ausgabe ist dann, aus einem gegebenen System von Steigungen d und einem 
einzigen Funktionswert diejenige Gitterfunktion ww im Bereich zu ermitteln, die an einer 
vorgeschriebenen Stelle diesen Wert annimmt und überall längs des Randes die geforderten 
Steigungen besitzt. Die Bedingung (14) geht dabei für die endlichen Verhältnisse über 
in die Forderung, daß die Summe aller Steigungen längs der ganzen Begrenzung ver- 
schwinde, daß also: 
Zd=0 a ea u ee che 16) 

sei. Nur wenn die «/ diese Bedingung erfüllen, ist die Aufgabe überhaupt lösbar. 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, denken wir uns in einem belie- 
biven Gitterbereich, dessen Rand mit der Gittereinteilung zusammenfällt, die erste Rand- 
wertaufgabe mit irgendwelchen auf dem Rand gegebenen Funktionswerten bereits gelöst. 
Dann gilt für jeden Innenpunkt (00) theoretisch streng die Ermittlungsgleichung: 


we (10) + w (01) + we (10) +4 ve (01) — 4 u (00) — 0 a ru 3° 


Schreibt man diese für jede Stelle des ganzen Bereichsinnern an und addiert alle Glei- 
chungen, so braucht man nur jeden in der Samme vorkommenden Randwert » durch den 
ihm benachbarten Wert = des ersten Ionenrings und die zwischenliegende Steigung d, 
also nach (15) dureh ıe — d zu ersetzen, und sieht sofort, daß sämtliche :w sich heraus- 
heben, daL also nur die behauptete Gleichung 2.7 — 0 stehen bleibt. An einspringenden 
Kcken bat man dabei den einzigen zweimal auftretenden Randwert auf beide möglichen 
Arten durch zwei verschiedene Nachbarwerte des ersten Innenrings und die zugehörigen 
Steigungen auszudrücken. Dann bietet der Nachweis auch bei ganz allgemeinen Bereichen 
keine Schwierigkeit. 


10. Das Näherungsverfahren für das zweite Randwertproblem. Wenn nun 
ein dieser Bedingung unterworienes System von Steigungen d und außerdem an einer 
einzigen Stelle des betrachteten Bereichs der Wert der Funktion selbst vorgegeben ist, 
so gelangt man dadurch zur Lösung des zweiten Randwertproblems, daß man 
die Aufgabe in zwei getrennte Teile zerlegt. Der erste besteht darin, durch sukzessive 
Annäherung die Werte irgend einer beliebigen harmonischen Gitterfunktion zu finden, 
die nur längs des Randes die vorgeschriebenen Steigungen d besitzen soll. Dann be- 
deutet der zweite Teıl noch eine Parallelverschiebung des ganzen Wertesystems bis in 
die Lage, in der an der vorgeschriebenen Stelle der gegebene Funktionswert angenommen 
wird. Die Steigungen längs des Randes werden hierdurch nicht mehr geändert. Da dieser 
zweite Teil der Aufgabe keinerlei Schwierigkeiten bietet, handelt es sich im wesentlichen 


', Eneyelop. der math. Wissensch. II. A. 7b. Nr. 17. 
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«) 
nur darum, irgend eine beliebige harmonische Gitterfunktion mit den in der Aufgabe 
geforderten Steigungen d längs des Randes durch Approxination zu finden. 

Man schreibt hierzu den Randpunkten des Bereichs zunächst irgendwelche Werte »o 
zu, die bei der praktischen Durchführung natürlich möglichst günstig gewählt werden, 
vergl. 11) an und für sich aber vollkommen willkürlich sind. Mit diesen r, wird dann 
im Innern des Bereichs durch das gewöhnliche Mittlungsverfahren die Funktion wo berechnet, 
die die Differenzengleichung (11) überall streng erfüllt. Von etwaigen Aufrundungsfehlern 
sehen wir einstweilen ab. Natürlich treten jetzt im allgemeinen längs des Randes nicht 
die vorgeschriebenen Steigungen d, sondern statt dessen irgend welche andern, «,, auf, 
die mit einander benachbarten Werten «, und 7. zusammenhängen durch die Gleichung : 


do —= Wo “To. 
» Der erste Schritt der Annäherung geschieht dann dadurch, daß man aus den 
des ersten Innenrings einen neuen Rand herleitet von verbesserten Werten r,, die sich 
an jeder Stelle von dem benachbarten z des ersten Innenrings um die dort in der Aui- 
gabe geforderte Steigung d unterscheiden. Man bildet also an jedem Punkt des 
neuen Randes: 

rn = un —d. 
Da eine einspringende Ecke des Randes immer zwei Stellen des ersten Innenrings 
als Nachbarpunkte besitzt, könnte man hiernach in solchen Fällen zwei neue Randwerte 
berechnen, nämlich (mit der nebenstehenden Koordinatenbezeichnung) entweder: 


1 (O)=w (1) —d(0,1) oder r,(0)= wo (2) — d (0,2). 








Am zweckmäßigsten wählen wir das arithmetische Mittel, setzen | 7 un 
also als neuen Randwert bei einer einspringenden Ecke fest: a | 
rı (0) = "a [ws (1) — d (0,1) + wo (2) — d (0,2)]. Rand| 0 
E l 





Mit dem so gewonnenen neuen Rand von Werten „, wird wieder 
durch Mittlung eine neue harmonische Gitterfunktion , im Innern 
berechnet, die jedoch gewöhnlich auch jetzt noch nicht die vorgeschriebenen Steigungen d 
gegenüber den Randwerten r,, sondern andere: 





dı = wı — rı 
besitzen wird. Deshalb berechnet man abermals in einem neuen Schritt wieder aus den 


:, des ersten Innenrings unter Zugrundlegung der geforderten Steigungen d einen neuen 
Rand von verbesserten Werten: 


3 — un — d, bzw. (0) = '/s [wi (1) — d (0,1) + ıcı (2) — d (0,2)] 
bei einspringenden Ecken, und hieraus folgen durch abermalige Mittlung im Innern die 
Werte einer weiteren Gitterfunktion 2,, deren Steigungen nun gleich: 
d, = u — ra 
sind, und so jort. 
Ganz allgemein hat man beim »-ten Schritt des Verfahrens: 
Erstens aus dem beim vorhergehenden Schritt im Werteschema » Il berech- 


neten ıw, _ı des ersten Innenrings neue, bessere Randwerte , herzuleiten, indem man 
an jede gewöhnliche Stelle des Randes im Schema r die Differenz einsetzt zwischen dem 


Nachbarwert @@,- ı des ersten Innenrings im Schema r — ı und der für diese Stelle ge- 
forderten Steigung d. Man bildet hier also jeweils: 
zw re 2% RE ESP: 


ei einspringenden Ecken dagegen ist das arithmetische Mittel aus den beiden möglichen 
Werten zu nehmen, also: 


r, (0) 1, |w. ı (1) —d(0,1) r wy —1 \2) d (0,2) ME: ; 
Zweitens wird aus diesen verbesserten Rındwerten r, durch Mittlung nach der 
Differenzengleichung (11) im Innern des Bereiches eine neue harmonische Gitterfunktion 
w, hergeleitet. 


Ihre Werte auf dem ersten Innenring bilden mit den benachbarten Randwerten r, 
die Steigungen: 


d., = m, Er N" . . . . . . . * . . . (20). 


Daher ist das Verfahren mit demjenigen Schritt v beendet, mit dem längs der ganzen 
Begrenzung des Bereichs an jeder Stelle praktisch d, — d, also gleich der in der Aufgabe 
zeforderten Steigung geworden ist. 
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11. Beispiel. Wahl 
der ersten Randwerte. 
In Tafel 1V wird ein Bei- 
spiel für dieses Annähe- 
rungsverfahren bei einem 
Quadrat mit 25 inneren 
Gitterpunkten in seinen 
ersten Schritten wirklich 
durchgeführt und schließ- 
lich das Endergebnis an- 
gegeben. Die geforderten 
Steigungen d, die die Be- 
dingung (16) erfüllen, sind 
in dem ersten Schema für 
sich eingetragen Außer- 
dem wird verlangt, daß 
der in der linken oberen 
Ecke des ersten Innenrings 
auftretende Funktionswert, 
also unter Annahme des- 
selben Koordinatensvstems 
wie bei den Beirpielen 
von 8. der Wert ıw (15) 
gleich 50 sei. Zwölf 
Schritte der Annäherung 
genügen, um den ersten 
Teil der Aufgabe zu er- 
ledigen: Zwischen den er- 
mittelten wa des ersten 
Innenrings und den Rand- 
werten liegen tatsächlich 
genau die ursprünglich ge- 
forderten Steigungend. Um 
nun auch den zweiten Teil 
der Aufgabe durchzufüh- 
ren, hat man nur noch die 
Differenz, um die der linke 
obere Eckwert 36 des 
ersten Innenrings von dem 
verlangten, 50, abweicht, 
also den konstanten Be- 
trag 14 zu jedem Funk- 
tionswert des _ fertigen 
Schemas zu addieren. So 
entstehen diejenigen Werte 
ıw, die die Lösung der Auf- 
gabe darstellen. 

Natürlich hängt die 
Anzahl der beim ersten 
Teil des Verfahrens durch- 
zurechnenden Schritte der 


der anfänglichen Rand- 


Man sucht sich hierzu zunächst mit Hilfe der gegebenen Steigungen (/ 


ein angenähertes Bild vom Aussehen der Fläche zu machen, die die gesuchte Funktion « 
geometrisch darstellt. An ihren voraussichtlich tiefsten Punkt setzen wir in das Schema 


der Randwerte r, eıne beliebige Zahl ein, — es handelt sich beim ersten Teil der Aufgabe 
ja nur um die relative Größe der w — die nur zweckmäßigerweise um so viel größer als 


Null sein soll, daß auch bei der Durchführung der Annäherung nie negative Zahlen 
neben den positiven im Schema vorkommen. 
von Rechenfehlern und unnötiger Mühe. 


Man vermeidet damit eine wesentliche Quelle 
In unserem Beispiel scheint die Fläche der w 
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wegen der großen Steigung d=40 bei der Mitte der linken Randseite ihren tiefsten 
Punkt zu besitzen, wesbalb dort als erster Wert „» —= 10 eingetragen wurde. Um den 
hiernach zu erwartenden Wert », an der gegenüberliegenden Mitte der rechten Randseite 
zu erhalten, an der d— — 30 vorgeschrieben ist, nehmen wir an, die Steigungen nähmen 
beim Durchschreiten des ganzen Bereiches, immer in derselben Richtung gerechnet, linear 


von 40 bis 30 ab. Wir brauchen demnach zu dem Anfangswert 10 einfach die Summe 
10 + 30 


der vermuteten sechs zwischenliegenden Steigungen: 6° = 210 zu addieren und 
gelangen so zu dem gegenüberliegenden Randwert ro, — 220. Wegen der, absolut genom- 
men, noch größeren Steigung von — 45 an der unteren Randseite wäre hiernach dort 


ein noch größerer Randwert als 220 einzusetzen, was jedoch, um die Wirkung einer 
solchen falschen Annahme zu untersuchen, nicht geschah. An Hand dieser drei ersten 
Randwerte ist es nun mit einiger Erfahrung üner das Aussehen der durch harmonische 
Gitterfunktionen dargestellten Flächen auch nicht schwer. die zwischenliegenden Randwerte 
einigermaßen richtig zu ergänzen. Bei der Durchrechnung spürt man jedoch deutlich den 
ungünstigen Einfluß der falschen Wahl des größten Wertes auf der unteren Randseite. 
In seiner Umgebung dauert es am längsten, bis die Funktionswerte die geforderten 
Steigungen annehmen. 


Das Verfahren verlangt, da bei jedem Schritt eine.neue Gitterfunktion gemittelt 
werden muß, und da dies jeweils nur durch vollständige Durchführung der Aufgabe im 
ganzen Bereich möglich ist wesentlich mehr Mühe als die Lösung der ersten Randwert- 
aufgabe. Man erkennt jedoch aus dem Beispiel, daß die Randwerte r und daher auch 
die w der verschiedenen Schritte sich nur wenig von einander unterscheiden. Daher 
kann man jedesmal sehr leicht gute Rohwerte für die zu mittelnden ww des folgenden 
Schrittes aus denen des vorigen ableiten, so daß die sich anschließende Mittlang selbst 
sehr rasch erledigt ist. Später ändern sich die Randwerte und die w an den meisten 
Stellen überhaupt nicht mehr. Dann braucht man den größten Teil des neuen Werteschemas 
nur noch von dem vorigen abzuschreiben. Die neuen Randwerte können mit Vorteil auch 
so gewonnen werden, daß man sie, anstatt sie mit Hilfe der Steigungen d nach Gleichung 
(15) bzw. (19), zu berechnen, einfach gegenüber den Randwerten des vorigen Schemas 
um ebensoviel abändert, als sich die letzten «© des ersten Innenrings gegenüber den vor- 
hergehenden änderten. 


12. Die Aufrundungsfehler, Natürlich werden auch bei diesem Verfahren die 
Werte, die die Gitterlösung der zweiten Randwertaufgabe darstellen sollen, infolge der 
unvermeidlichen Aufrundungen in der letzten Stelle mehr oder weniger fehlerhaft. 
Es sind aueh hier je nach der Wahl der Rohwerte innerhalb gewisser Grenzen ver- 
schiedene Lösungen der gestellten Aufgabe möglich (vgl. 8). Im Gegensatz zu dem 
ersten Randwertproblem, bei dem alle Randwerte vorgegeben werden, also sämtliche 
fehlerfrei sind, hat man aber. hier nur immer einen einzigen richtigen Funktionswert, 
im Falle unseres Beispiels den Wert « (15) = 50. Da alle anderen Funktionswerte durch 
die jedesmal nur bis auf eine Aufrundung erfüllte Ermittlungsgleichung (11\ mit diesem 
einzigen richtigen Wert zusammenhängen, so sind hier viel größere Aufrundungsfehler 
möglich, als bei der ersten Randwertaufigabe. Die Randwerte besitzen jetzt jeweils den- 
selben Fehler wie die ihnen benachbarten Werte des ersten Innenringes. Denn sie 
hängen mit diesen nach Beendigung der Rechnung durch die Gleichung (15) streng zu- 
sammen, ohne daß weitere Aufrundungen statt'inden. 

Auch bei der zweiten kandwertaufgabe besteht im übrigen nach ganz den gleichen 
Ueberlegungen wie in 8. zwischen den Aufrundungsfehlern & und der jeweiligen Auf- 
rundung n die Beziehung: 


€ (00) = !Y; [e (10) +8 (01) +E (10) +8 (01)] +n(00) . . . (18). 


Wird für 7 überall speziell die größtmögliche Aufrundnng von °/, der letzten Stelle 
eingesetzt, so ergeben sıch die maximal möglichen Fehler. Mit den obigen Feststellungen 
über die Fehler der Randwerte erhalten wir in diesem Fall in dem Koordinatensystem 
der Beispiele von 8, wenn wir etwa entsprechend einem vorgegebenen :©(11) den Febler 
:(11)= 0 voraussetzen, bei den beiden Quadraten mit n—=?2 und n—=3 inneren Gitter- 
punkten längs einer Randseite durch strenges Auflösen der betreffenden Gleichungs- 
systeme die Werte: 
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Tabelle 3. 








n 2 n=3 
e (12) 2,29 6,000 in Einheiten der letzten Stelle.) 
(13) 8.4375 
e (22 3.00 8,0625 
23) 4375 
& (33 10,125 


Sie sind tatsächlich wesentlich größer als die entsprechenden Zahlen für die erste 
kandwertaufgabe in Tabelle 1. Die noch iehlenden Werte hat man sich hier symmetrisch 
zu der durch den Punkt (11) laufenden Diagonalen ergänzt zu denken. Natürlich werden 
die wirklichen Aufrundungsiehler bei einer bestimmt vorliegenden Aufgabe auch hier meist 
kleiner als diese Maximaliehler, da die wirklichen Aufrundungen 7 in praktischen Fällen 
gewöhnlich kleiner als ‘/; und häufig von wechselndem Vorzeichen sind. Die zum Schluß 


des Beispiels auf Tai. IV ausgerechneten 7 bestätigen dies. 


13. Der Beweis für die Konvergenz unseres Annäherungsverfahrens erfordert 
nur, für den ersten Teil der Aufgabe zu zeigen, daß die durch Gl. (20) definierte Steigung 
d, mit unbegrenzt wachsender Schrittzahl » der an jeder Stelle geforderten Steigung (/ 
beliebig nahe kommt. Wenn also 

Ey Be 
gesetzt wird, so soll werden: 
a ee ae 
> m 

Mit dem Nachweis dieser Gleichung ist die Konvergenz für beliebige Bereiche, 
auch für solche mit einspringenden Ecken gezeigt. Um zu einer Abschätzung von Ö, zu 
gelangen, führt man zweckmäßig das allgemeine Problem auf den besonderen Fall zurück, 
daß eine Funktion mit der speziellen, längs des ganzen Randes konstanten Steigung Null 
approximiert werden soll. Hierzu nehmen wir an, r und w seien irgendwelche benach- 
barten Werte auf dem Ikand und dem ersten Innenring, die sich schon um die an dieser 
Stelle geforderte Steigung « unterscheiden, also Werte einer harmonischen Gitterfanktion, 
die bereits eine l,ösunz des ersten Teiles unserer Aufgabe darstellt. Dann können wir 
für die Näherungswerte des »-ten Schrittes setzen: 

R wu, =uw-+ 4, . . . . . . . (23), 
worin o, und %, die Abweichungen der Näherungswerte von r und w bedeuten. Da 
hierbei r, und w, nach 10. und ebenso r und w als endgültige Lösung der ersten Teil- 
aufrabe jeweils eine harmonische Gitterfunktion darstellen, so müssen auch o, und g, als 
ihre Differenz notwendig Werte einer harmonischen Gitterfunktion sein. Ihre Steigung, 
Y, — e,, erhalten wir, wenn wir in Gl. (20) d,, w, und r, mittels der in (21) und (23) 
eingeführten Gıößen ausdrücken und die von den r und w erfüllte Gleichung d= w—r 
(15) subtrahieren. Dadurch entsteht die Steigung: 


Sy —0 maria 27a Die Wende TE 


„,=r+% 


Damit ist für jeden Schritt », wenn die Werte r, w stets dieselben bleiben, an die 
Stelle der Näherungsfunktion r,, “, die Funktion der Abweichungen p,, Y, getreten, und 
wir beweisen das oben geforderte Verschwinden von d,, wenn wir zeigen, daß die 
Steigungen, dieser neuen Funktion mit fortgesetzter Wiederholung des Verfahrens Null 
werden. Dieser Nachweis beruht auf der jetzt besonders einfachen Bildung neuer Rand- 
werte po, aus den 9,-ı des ersten Innenringes beim Uebergang von einem Schritt zum 
folgenden. Die Gl. (18) für gewöhnliche Randpunkte geht nämlich mit den in (23) ein- 
geführten Bezeichnungen über in die neue: 

"+ =u + p-ı7d, 
aus der durch Subtraktion der Gl. (15) folgt: 
DO, — Y ) 1 . . - . . . . . . . . (25). 

Für einspringende Ecken erhalten wir dagegen mit den neuen Bezeichnungen statt 

Gl. (19): 


r(0)+p, (0) = a |w (1) + 9-1 (1) — d(0,1)+w(2) + 9,-ı (2) —d (0,2). 
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Da jetzt, wie man leicht nachprüft: 
r (0) = "a |w (1)— d (0,1) + w (2) —d(0,2)] 
ist, so folgt durch Subtraktion: 
o, (0) = !a [-ı (1) + 95-1 (2 NT 

Die »-ten Randwerte gehen also an gewöhnlichen Stellen nach Gl. (25) aus den 
Werten auf dem ersten Innenring des (v—1)-ten Schrittes einfach dadurch hervor, daß 
man diese jeweils unverändert auf die benachbarten Randpunkte hinausrückt. Nur bei 
einsprivgenden Ecken tritt wegen (26) an die Stelle eines einzigen das arithmetische 
Mittel zweier benachbarter Werte des ersten Innenringes vom vorhergehenden Schritt 
v—1. Ein Vergleich der Formeln (25) und (26) mit den allgemeinen (18) und (19) zeigt, 
daß die Aufgabe jetzt tatsächlich dahin spezialisiert worden ist, eine Funktion mit der 
längs des ganzen Randes konstanten Steigung Null zu approximieren. 

Um hierfür das Verschwinden der Steigungen 6, mit unbegrenzt wachsendem » 
nachzuweisen, setzen wir alle anfänglich gegebenen Randwert= 0, positiv voraus. Dies 
schränkt die Allgemeinheit der Betrachtung nicht ein, da ja die Lösung des Annäherungs- 
verfahrens überhaupt nur bis auf eine Konstante bestimmt ist. Für jedes vr sei der größte 
aller Randwerte o, gleich M,, der kleinste gleich m, und 


M, == I, 
gesetzt. Ferner werden wir im folgenden für jeden Schritt eine obere Schranke G, an 
geben, die sicher nicht von M, übertroffen wird, und eine untere Schranke y,, von der 
wir mit Bestimmtheit aussagen können, daß niemals n, sie unterschreitet. Schließlich sei: 

(7 4, = A,. 

Dann gilt wie bei den streng harmonischen Funktionen, die der Laplaceschen 
Differentialgleichung genügen, auch für jeden Innenwert 4 : 
<m<gQ <M<G,, 

solange nicht schon alle Werte im Schema überhaupt einander gleich sind, womit sich 
der weitere Beweis erübrigte. Hieraus folgt zunächst: 


u at ee Ic ee 
Weiter muß aber wegen (24) auch: 
|< D, 
oder erst recht: Ö, A, . at | .: .. 8 


sein. Wenn wir also zeigen, daß /, mit unbegrenzt wachsendem v gegen Null strebt, 
so gilt dasselbe für Ö,, und der Nachweis der Konvergenz unseres Verfahrens ist erbracht 
Hierzu ist zu beachten, daß jeder Wert einer Gitterfunktion « im Innern eines 
Bereiches ganz allgemein, wenn wir das alle ww bestimmende Gleichungssystem auflösten, 
sich darstellen würde als lineare Funktion der Randwerte'). Bezeichnen wir die Rand- 
punkte kurz mit 1, 2... 7, so besteht in unserem speziellen Fall insbesondere für jedes 
y, des ersten Innenringes eine Gleichung der Form: 
(ll, 2)... AV) = (1) TR (2) +... (le). . (29). 
Für verschiedene Punkte erhält man so natürlich verschiedene Werte y,, da jedes- 
mal die Gewichtskoeffizienten «a, andere sind. Immer bedeuten diese aber dabei positive, 
echte Brüche, deren Gesamtsumme jeweils gleich Eins ist’). Nun denken wir uns von 
allen möglichen nach (29) dargestellten 4, des ersten Innenringes dasjenige ausgesucht, 
in dem in bezug auf alle Punkte des ersten Innenringes der allerkleinste Gewicht 
koeffizient a auftritt. Damit sind sämtliche Koeffizienten von (29) bestimmt festgelegt, 
wir bezeichnen sie daher jetzt mit ©. Den kleinsten nennen wir insbesondere c,„, wobei 
also sein sollte: 
„<a für alle und „<a füraleiFu . 2.2.80). 


Für unser spezielles g, des ersten Innenrinpges gelte a!so die Darstellung: 
=ar (l) +3, PB) +..:-+99 (M+..:- + (W+H...-+ c 9 (7), 


wobei auch: 
a ro +.:..: +9 +... ++... ter =1, 


', Vgl. H. Liebmann, |. e., 
‘) . . * . [} .r 
-, Dies ietztere ergibt sieh sofort. wenn man alle Randwerte eleich Eins Setzt. 
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Der größte Wert, den dieses %, überhaupt als Funktion der Randwerte annahmen 
kann, ist: 
cs M,+a@M, +...+0M,-+...+Cu.M, +4 Cut M,-+...-+ c- M, (31) 
also derjenige Ausdruck, in dem alle Randwerte durch ihren größten M, ersetzt werden 
bis auf einen einzigen, für den wir m, einsetzen müssen, da dieser kleinste Wert sicher 
irgendwo auf dem Rand wenigstens einmal auftreten muß, und dabei wird m, gerade 
mit dem kleinsten Koeffizienten -„ multipliziert. Wäre nämlich etwa der Ausdruck: 


c M,+ 0 M,+...+am + 0+ M,+...+ c«4M,- ‚+ c- M, 
noch größer als der obige (31), so wäre: 


, 


C„(M,— m,) > oa(M,—-m, oder u„D>&a 
gegen unsere Voraussetzung (30). Wie man also auch die Randwerte wählen mag, 
sicher wird unser spezielles 9, des ersten Innenringes nie größer als der Ausdruck (31), 
oder wir können dafür auch schreiben: 


p,<M, (I WER: ni 

Diese Ungleichung gilt nun aber überhaupt für alle %, des ersten Innenringes 
ganz allgemein. Denn einmal kann nach den gleichen Ueberlegungen wie oben über- 
haupt keines von alien durch (29) dargestellten g, größer werden als: 

M,-(1— Au) + m, Ay, 

wenn wir unter a, immer den kleinsten von allen Koeffizienten in der jeweiligen Dar- 
stellung (29) verstehen. Andererseits kann nicht: 

M,(1—a,) + m, au, > M, (1—c,) + m, cu 
sein, da wir CuTaun und m,<M, 
vorausgesetzt haben. Der Ausdruck (32) bildet also tatsächlich eine obere Schranke für 
alle Werte 9, des ersten Innenringes. Durch vollkommen analoge Ueberlegungen gelangt 
man zu einer unteren Schranke für alle diese y,, wenn man einfach in der rechten Seite 
von (32) M, und ,n, miteinander vertauscht. 

Da nun die handwerte für jeden folgenden Schritt des Näherungsverfahrens nach 
den Gleichungen (25) und (26) aus den Werten des ersten Innenrings gebildet werden, 
so erhalten wir jetzt folgende Schranken @G,+] und g,+ı, zwischen denen in jedem Fall 
alle o,+ı liegen müssen: 

Gy, =M, (1— ca) +#m = M, (1— ca) (IM, —D,) ou, gut m, (L—c,) + M, (u. 

Durch Subtraktion folgt: 

G,+7 — ytı = AyHyı =D (1— 26), 
oder wegen (27) auch: A, <A ıt—2cu). 


Insbesondere wird also: 
A, I, (1 2 Cu), Je < A, (1l—2e,)< 4A, (1 : 2 Cu)?, En u. Js (1 2 Cu)” 


Dabei ist 0<1—2c <1. 

Denn c,„ ist in dem Fall, daß der ganze Bereich nur einen einzigen inneren Giitter- 
punkt enthält, gleich '/,, sonst immer noch kleiner. Also muß notwendig: 

im A, =0 
er 

sein, womit die Konvergenz des Verfahrens gezeigt ist. Da wir neben dem gewöhnlichen 
Fall gerader Randstücke (der vorspringende Ecken in sich schließt) auch den ein- 
springender Ecken berücksichtigen, hat der Beweis Gültigkeit für jede beliebige Form 
des Randes. Es wird auch bei der zweiten Randwertaufgabe nur von diesem verlangt, 
daß er mit der Gittereinteilung zusammenfällt und nur eine endliche Anzahl von Innen- 
punkten umfaßt. 


14. Schließlich deuten wir noch an, wie sich die angegebene Methode auch in 
der Theorie der Differentialgleichungen selbst dazu verwenden läßt, die zweite Rand- 
wertaufgabe auf die erste zurückzuführen: Man kann in dem Fall, daß der Einheitskreis 
den Rand des Bereiches darstellt, die Lösung . der ersten Randwertaufgabe an jeder 
Stelle (r, 4) im Innern in eine trigonometrische Reihe: 


.. 
vr (r,g)—= £ r’[a; cos oy —+b; sin © g| 
7 0 
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entwickeln, wenn nur die vorgegebenen Randwerte selbst die Darstellung: 
F. 
w(1, y) = 5 la; cos op —+b;sinoY, 
J 0) 
gestatten '. Nun sei an Stelle der Funktion selbst auf dem Rand ihre Ableitung nach 
der Normalen gegeben in Form der folgenden trigonometrischen Reihe: 


Ow nn | 
= 2 |0;c08s 09 + Pf; sin 0 y| a NE 
on 7 1 
& . . “ E O Ww ® 
Das konstante Glied “, muß dabei verschwinden, weil d ds=0 sein soll. Dann 
en 
suchen wir diejenige Funktion: 
TV. 
ulr,gJ)=9o+ F r’[a;cosoy-+b;sinog|. Er: ;° 
3 


die auf dem Einheitskreis die vorgeschriebene Bedingung (33) erfüllt und im Innern der 
Laplaceschen Differentialgleichung genügt. Sie ist hierdurch natürlich wieder nur bis 
auf die Konstante a bestimmt. 

Zur Lösung nehmen wir an, 


J 


v - r 2 4 > 
to\r, f) = (do + 2 " |QAg53 C05S 09 + b, ‚sin 6049| 


sei irgend eine beliebige harmonische Funktion mit dem Randwert: 
4 
[Zr l, Y) = do + 2 I >; cos (0 f t h, J sin 0 4 |, 
120 


die die Forderung (33) noch nicht erfüllt. «, soll dabei dieselbe Konstante bedeuten wie 
in (34). Dann wird auf einem Kreis im Abstand & (sehr kleine positive Zahl) vom Rand: 


[4 
1—E,g))=w+ L (I 
s—] 
und wir konstruieren daraus unter Zugrundelegung des in der Aufgabe geforderten (re 
tälles (35) die Randwerte einer neuen harmonischen Funktion: 


4 &)? lao; Cos 6 f e- D) 5 sin j f |, 


v4 
/' ‚, 4) zu do + >> p? Ldı ; COS 9) Y + b, 7 sin Ö 7 |; 
I | 
indem wir setzen: 


(rw 
7 1,9) wol — €, - 
On 
% SL f 
=m-+ 3 (1-8? |ao; cos op —+ bus sin og] — e- I [e; cos sp — P; sin og] 
s—=1 | 
4 
= + 2 [1-2 m: —ed; }cosoy + tit—E) dns —E fs} sin og). 
=] 
Hier wird also: 
a; = (1 —E)’ > - © &s, Dis (1 36 Tan & Pr. 


Auf dem Kreis mit dem Radius 1—: erhält diese Funktion den Wert: 
[4 
mn (1-89) =m-+ 2 (1—:/ [aı; cos 6 + bi; sin og 
> 
aus dem wir abermals unter Zugrundelegung des in (35) geforderten Gefälles die Rand- 
werte einer neuen Funktion: 


s»(r,y)= + 2 r? |aıs cos op + bi; sin og |, 
9—] 
ableiten durch den Ansatz: 
N ce) u 
(l,g)=wı (1-89) —: 
on 
Jetzt wird: 
as = (1—eE)?’ a; un 1 t (1 e)’]E-0; 
und 52; entsprechend. Kin weiterer Schritt führt auf dieselbe Weise zu einer Funktion 
"3 (r, g), für die wird: 
Gm (l- €)”” Qo: 1 + (1 — £)? + (1 — e)’°] -E +0; 


I) Eneyel. «dl. math. Wissenschaften II. A. 7b. Nr, 20, 
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und 53; entsprechend. Allgemein erhält man nach v Schritten die Funktion: 


[4 


,(,9g)=o-+ 2 r’ [a,; cos op -+ b,; sin og] 
gem] 
mit den Koeffizienten: | 
a5 = (ln — II + 1) + (8? +...+ (1-9 Velec | 
bus = (1 —E) db: — | + 1 — + (I)? +...+ (1—E)"D>]eßp;. 
Eine unbegrenzte Wiederholung dieses Verfahrens muß bei festgehaltenem © zu 
einer harmonischen Funktion führen, die auf jedem Radiusvektor zwischen dem Rand 


X 


Js 


Fun . . : . 248 U w 
und dem Kreis r = I — © sicher mindestens einmal dıs vorgeschriebene Gefälle an- 


ce) 
nimmt. Wir setzen: 
lim w,(r,Qg)= ır: (r, $). 
>» I. 


Geht man darnach auch zur Grenze für &>0 über, so wird diese Funktion übergeführt 
a i r . : : . r I w . 
in eine solche, die längs des Randes in der Normalenrichtung die Ableitung besitzt. 
on 

Es wird also: 

lim we (r,g)= w(r,Y), 

Ee-—>) 
das heißt gleich der Funktion (34), die gesucht war. Beide Grenzwerte existieren und 
lassen sich leicht berechnen. Zunächst wird bei festem & für die Funktion ": (r, 4): 


(Isa lim dA,>5 Be € (dr 
>», 1 — (1- uy° 


b-; entsprechend. Hieraus ergeben sich dann weiter für die gesuchte Funktion ır (r, 4) 
die Koeffizienten: 


) 
(A3 >37 


ds = lim des = —- y h- —- lim D- > == 
>() 72 e—>() 7] 





, 
so daß wir als Lösung der oben gestellten zweiten Randwertaufgabe erhalten: 


. » x .Z AG n P> . n 
uer,g)=-o— Sı cscp+  sinop|. 


oO 


Die Richtigkeit dieses Ergebnisses prüft man leicht durch Differenzen. 


Ill. Biharmonische Funktionen: 


15. Problemstellung. In den Versuchen ') die partiellle Differentialgleichung: 


7 Mu Nu u 
+2 | = f(x, y) 


Ort! )r?0y4 oyt 


‚4 


3dIu 


bei vorgegebenen Randbedingungen zu integrieren, bedeutete ihre zuerst von Hrn. 
H. Marcus’) vorgenommene Zerspaltung in die beiden Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung 
Jı=v und JSv=f(«,y) 

einen ganz wesentlichen Fortschritt. Denn nun konnte er, um für die Technik brauch- 
bare zahlenmäßige Ergebnisse zu erlangen, diese beiden Differentialgleichungen in An- 
näherung durch Differenzengleichungen zweiter Ordnung ersetzen, und deren Lösung be- 
reitet ja heute keine unüberwindlichen Schwierigkeiten mehr. Hr. Marcus selbst setzte 
dabei noch in einfachen Fällen die Systeme gemeiner linearer Bestimmungsgleichungen 
an und löste sie streng nach den gesuchten Unbekannten auf. Dagegen bediente Hr. 
H. Hencky’°) sich später zu deren Bestimmung des Liebmannschen Mittlungsverfahrens 
und konnte so auch bei feinerer Gittereinteillung die angenäherte Integration einiger 
Probleme vierter Ordnung leisten. In allen Fällen waren aber die Werte der beiden 
Funktionen « und v auf dem Rand vorgegeben. 


I), L. Föppl. Neuere Fortschritte in der technischen Elastizitätstheoric. Ztschr. f. angewandte 
Math, u. Mech. 1. 466. 1921. 


*) H. Marcus. Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung 
elastischer Platten. Armierter Beton. 12. 107. 1919. 
») H. Hencky. Die numerische Bearbeitung von partiellen Differentialgleichungen in der 


Technik. Ztschr. f. angew. Math. u. Mech. 2. 58. 1922. 
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Allgemeiner ist demgegenüber die Aufgabe, auf die Hr. I.. F. Richardson!) an 
läßlich seiner Untersuchungen über die Spannungsverhältnisse an Staudämmen stößt. Bei 
ihm sind nämlich keine v-Randwerte mehr gegeben, sondern ausschließlich solche der 
Funktion u. Jetzt scheint es zunächst unmöglich, mittels der Hilfsfunktion » auf die ge- 
suchte Lösung vu zu kommen. Offenbar kann man nur mit der Gleichung vierter Ordnung 
selbst etwas anfangen. Die Differentialgleichung hat bei Hrn. Richardson zunächst 


die homogene Form: 
.)# ey 


o* u u u .- 
AJu r 2 | =0 .. + (SB 


- a — 
O) gi Vx20y9 ot 


.« ist hier also biharmonische Funktion. Nur mit dieser Gleichung werden wir uns im 
folgenden beschäftigen, die allgemeine bietet dann in den einfachen Fällen der Praxis, 
wo man mit endlichen Differenzen rechnet, auch keine besonderen Schwierigkeiten mehr. 
Die strenge Integration der Gl. (35) wird dadurch eindeutig bestimmt, das man auf dem 


Rand des Bereichs die Funktion « selbst und ihre partielle Ableitung nach der Normalen, 
u 


Er vorschreibt’). Rechnet man aber, um zu zahlenmäßigen Ergebnissen zu gelangen, 


« 


mit der (35) entsprechenden Differenzengleichung: 


20 u. (00) — 8 [u (10) + u (01) + u (10) + u(01)] + 2[ulıı) Fulıı) + ullı)! (36) 
_ g 20); 
+u(11)] +u(20)+u(02) + u(20)+u(02)= o\ 

so hat man diese Bedingungen dadurch zu ersetzen, daß man längs des Randes die 
Funktionswerte auf zwei benachbarten Reihen von Gitterpunkten vorgibt. Wir haben hier 
also die in den Bereich einzutragende Gittereinteilung mit der Maschenweite Eins nicht 
nur wie früher mit dem Rand selbst zur Deckung zu bringen, sondern über ibn hinaus 
fortzusetzen, sodaß noch eine weitere Reihe von Gitterpunkten entsteht. Diese braucht 
freilich nur soweit vervollständigt zu werden, daß jeder Innenpunkt (00) die in der 
Diiferenzengleichung geforderten Nachbarpunkte: 





























IFA 
77 \or |’ 
> 170 70 | 20 
77 107|77 
02 











erhält und nur in diesen müssen die Funktionswerte vorgegeben sein. 


16. Das Näherungsverfahren für die biharmonische Gleichung. Man hätte 
nun für jeden Innenpunkt die (36) entsprechende Differenzengleichung anzusetzen und 
erbielte so ein System von ebensovielen linearen Gleichungen, als innere Gitterpunkte 
vorhanden sind, das nach den Unbekannten « aufgelöst werden müßte. Diese Arbeit ist 
jedoch bei größeren Bereichen noch viel schwieriger als die Auflösung des entsprechen- 
den Systems für /ı—= 0. Man könnte daher versuchen, ein der sukzessiven Mittlung 
harmonischer Funktionen vollkommen nachgebildetes Verfahren mittels der Gl. (36) durch- 
zuführen, indem man mit ihrer Hilfe allmählich irgendwelche vorgegebenen Rohwerte 
so lange verbessert, bis die Gleichung an jeder Stelle des ganzen Bereichs von den 
Funktionswerten wirklich erfüllt wird. In Herrn Rkichardsons Arbeit findet sich keine 
besiimmte Angabe über den Weg, auf dem er zur Integration seiner Differenzengleichung 
gelangte. Es scheint, er habe irgendwelche Rohwerte durcn Probieren so lange ab- 
geändert, bis sie sämtliche jeweils die für sie angesetzie Gl. (36) erfüllten, also 
im wesentlichen ein derartiges Mittlungsverfahren durchgeführt. ‚Jedoch auch diese 
Methode muß sich rechnerisch außerordentlich mühsam gestalten. Zudem bereitete der 
Beweis für die Konvergenz der Näherungen gegen die gesuchten Werte ebenso große 


) L. F. Richardson. The approximate arithmetical solution by finite differences of physical 
problems involving differential equations,. with an application to the stresses in a masonry dam. Phil. 
trans. A. 210. 307. 1911. 

°) Eneyelop. d. math. Wissenschaften. Il. A. 7e. Nr. 15. 
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Schwierigkeiten als bei dem im folgendem beschriebenen, abgeänderten Verfahren, weil 
hier das allgemeine Bildungsgesetz für die nach Gl. (36) gebildeten Sterne der Werte 
, (00) sehr kompliziert ist. 

Bedeutend bequemer gelangen wir zum Ziel, wenn wir, obwohl die Randwerte ® 
fehlen, entsprechend der Aufspaltung der Gleichung J Ju —= 0 in die beiden Gleichungen 
zweiter Ordnung Ju=v und Jv—0 die Differenzengleichung (36) ersetzen durch die 
beiden Differenzengleichungen zweiter Ordnung: 

u (10) +u(01) + u(10) + u (01) — 4u(00) = v (00) ht 
v (10)-FV (01) +e (10) + (OL) —4v(00)=0. . re ' 
Ihre Gleichwertigkeit mit (36) erkennt man sofort, wenn man die nach (37) gebildeten 
Ausdrücke für » (10), v (01), » (10) und » (01) samt » (00) selbst in (35) einsetzt. Von 
den beiden neuen Gleichungen hat aber die zweite genau die Form der früheren 
Mittlungsgleichung (1), weshalb sich die Hilisfunktion v nach unserem bekannten Mittlungs- 
verfahren berechnen lassen müßte, falls man ihre Randwerte besäße. Wären uns statt 
auf nur zweien auf drei benachbarten Kränzen von Gitterpunkten rings um das ganze 
Gebiet herum «-Werte vorgegeben, so könnten wir uns aus ihnen mittels der Gl. (37) 
leicht auf dem mittleren der drei Kränze auch die v-Werte berechnen. Mit diesen als 
Randwerten ließe sich dann durch Mittlung nach Gl. (38) » auch im ganzen Innern 
des Bereichs gewinnen. Weiter könnte man mit dessen Hilfe « im Innern an jeder be- 
liebigen Stelle (00) nach der aus (37) folgenden Gleichung: 


u (00) ="! [u (10) +u(01) +u(10) +u(01) —v(l00)| . . . (39) 


ausrechnen, falls die hier rechts vorkommenden « an den Nachbarstellen schon bekannt 
wären. Kurz, wir wären dann imstande, « auf dem angegebenen Wege zu bestimmen, 
wenn wir es überall schon vorher kennten. Denn zunächst dem Rande brauchen wir es 
schon zur Berechnung der v-Randwerte, im ganzen Innern aber müssen wir jeweils die 
Nachbarwerte von « (00) haben, um dieses selbst zu bestimmen. 


Ganz analog lagen aber die Verbältnisse auch schon bei der Aufgabe, w aus der 
Gl (2) als harmonische Gitterfunktion zu berechnen. Denn wir hätten es dann sofort an 
jeder Stelle (00) hinschreiben können, wenn jeweils d'e vier benachbarten Werte schon 
bekannt gewesen wären, das heißt praktisch, wenn wir es überall schon besessen hätten. 
Dort halfen wir uns dadurch, daß wir zunächst an allen Innenstellen des Bereichs nur 
rohe Näherungswerte eintrugen und diese dann allmählich mit der Beziehung (2), die 
streng von den Werten erfüllt werden sollte, verbesserten. Ganz dasselbe können wir 
nun im vorliegenden Fall auch tun. Demnach müssen zunächst R »hwerte in das Schema 
der u eingetragen werden, und diese sind dann zu verbessern, indem man die oben be- 
schriebenen Rechenoperationen auf sie anwendet, die hier freilich komplizierter aussehen 
als die einfache Ermittlungsgleichung (2). Die einmal verbesserten Werte unterwirft man 
dann wieder demselben Verfahren und so fort, bis schließlich nach einer genügenden 
Anzahl von Schritten die geforderten Bedingungen (37) und (35) von den gefundenen 
Werten praktisch streng erfüllt werden. 


17. Durchführung des Verfahrens. Ein einzelner Schritt besteht dabei 
jeweils aus folgenden Rechenoperationen: 


I. Aus den schon vorhandenen "ten Näherungswerten «, auf dem ersten inneren 
Ring von Gitterpunkten und den für jeden Schritt » gleichbleibenden Randwerten u — u, 
berechnet man für den inneren der beiden Kränze von Randpunkten mittels der 


Gleichung: \ 
v, (00) — uy (10) + 28, (01) + w (10) + w(01) — 4w(00) . . . (40) 
die v-Werte, die für das folgende Mittlungsverfahren den Rand darsteilen. 
2, Mit diesen » Randwerten wird im ganzen Bereich v, berechnet durch das Mitt- 
lungsverfahren nach der Gleichung: 


v, (00) = "/, |, (10) + v, (01) + ve, (10) + © (er (41). 
Der Index » bezieht sich hier natürlich nicht mehr wie früher auf die fortschreitende 


Annäherung bei der ersten Randwertaufgabe zweiter Ordnung, sondern auf die Anzahl 
der Schritte unseres neuen Verfahrens. 











Tafel V, 
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3. Mit Hilfe der vorhergehenden «, und der eben gewonnenen v,-Werte läßt sich 
an jeder Stelle des Gebietsinnern nun ein verbesserter Wert v,., berechnen gemäß der 
(Gleichung: 

u, +1 (00) = "u [w (10) + u, (01) + w (10) + w(01) —v,(00)] . . (42). 


Während hierbei 2. einen erheblicheren Arbeitsaufwand erfordert, weil v zunächst durch 
allmähliche Approximation gewonnen werden muß, erledigen sich 1. und 3. sehr rasch, 
da man an jeder Stelle nur einmal den in Gl. (40) bzw. (42) geforderten Wert aus ge- 
gebenen Zahlen auszurechnen braucht. 


Die Taf. V enthält ein einfaches, auf diese Weise gerechnetes Beispiel, dessen 
Werte nach zehn Schritten die vorgeschriebenen Bedingungen erfüllen. Die ersten 
Schritte und der letzte sind selbst einzeln aufgeführt. Auch bei diesem Verfahren kann 
man sich eine Reihe ähnlicher Rechenvorteile wie bei der Behandlung der Aufgaben 
zweiter Ordnung zu nutze machen. Zunächst braucht man auch hier sehr bald nur nuch 
die letzten Stellen der Zahlen wirklich auszurechnen, weil die vorderen sich nicht mehr 
ändern. Die Randwerte für die v-Schemata erhält man vom Schritt » —= 1 ab jeweils sehr 
leicht dadurch, daß man diejenigen des vorigen Schrittes einfach um ebensoviel abändert, 
als die «-Werte des ersten Innenrings sich inzwischen änderten. Denn die außerdem in 
tl. (40) auftretenden Randwerte « bleiben ja stets dieselben. Eine große Annehmlichkeit 
für die Rechnung bildet ferner ähnlich wie bei der zweiten Randwertaufgabe des Problems 
zweiter Ordnung der Umstand, daß alle v-Schemata sich überhaupt nur sehr wenig von 
einander unterscheiden. Hat man erst das für »— 0 berechnet, so kann man stets aus 
dem vorigen leicht gute Rohwerte für das folgende ableiten, so daß die Mittlung dann 
jedesmal sehr rasch zu konstanten »-Werten führt. Gelegentliche Rechenfehler machen 
natürlich auch bei diesem Verfahren die vorangegangene Arbeit nicht zwecklos, sondern 
verzögern nur unter Umständen die Konvergenz gegen die gesuchten Werte. 

Die Anzahl der notw°ndigen Schritte bis zum Stillstand des Werteschemas hängt 
wieder wesentlich von der Güte der ursprünglich gewählten Rohwerte ab. Nach 
Gl. (36) soll schließlich jeder Wert die Beziehung erfüllen: 


u (00) — 20 [ar (10) + u (01) + u (10) + u (01)] — °/80 [u (11) Hull) Hull) +wulıı)] 
20 [u (20) + u (02) + u (20) + u (02)]. 
Wären hierbei jeweils die Summen in den Klammern || einander gleich, so hätten wir: 
«(00)= ";[uw(10) +u(01) +u(1l0)+ulOl)| . . 2 020...(43). 


Man kann sich demnach -Rohwerte dadurch verschaffen, daß man mit den auf dem 
inneren der beiden Randkränze liegenden Zahlen als Randwerten zunächst im Innern 
diejenige Funktion ”, die der Gl. (43) genügt, duıch einfache Mittlung berechnet. Falls 
einander benachbarte « auf dem Doppelrand nicht gar zu ungewöhnliche Verschieden- 
heiten von einander aufweisen, so sind dann diese Rohwerte auch nicht mehr allzu fern 
von den gesuchten Funktionswerten der Differenzengleichung vierter Ordnung selbst. Auf 
diese Weise sind bei dem Beispiel der 'Taf. V die Rohwerte «o gewonnen, und sie er- 
weisen sich tatsächlich als gut, da das Veriahren bereits nach einer verhältnismäßig 
kleinen Anzahl von Schritten zum Ziele führt. 


18. Die Aufrundungsfehler. Zur Kontrolle der endgültigen Werte ist zum 
Schluß noch für jede Stelle des Bereichs die Diiierenz 41? berechnet, um die die linke 
Seite der Gl. (36) von Null abweicht, wenn man die gewonnenen Zahlen in sie einsetzt 
(Taf. V). Indessen gestatten diese /J? nicht ohne weiteres einen Schluß auf die Genauig- 
keit der hergeleiteten Funktionswerte, da wir auf anderem Wege zu ihnen gelangt sind. 
3esser ziehen wir auch für die Untersuchung der Aufrundungsfehler die Glei- 
chungen (40), (41) und (42) heran, da diese tatsächlich zur Berechnung der « benutzt 
wurden. Die Funktionswerte eines fertig berechneten v Schemas weichen von den wahren 
Lösungen der Differenzengleichungen ab einmal, weil an den meisten Sıellen des «-Be- 
reichs Aufrundungen stattfinden, dann aber auch, weil nach Gl. (42) jeder «-Wert ein © 
enthält, das nach 8. selbst durch einen Aufrundungsfehler gefälscht ist. Die Ursache 
dieser Aufrundungsfehler, die Aufrundungen selbst im fertigen »-Schema, nennen wir 
wieder 7 (a). Im u-Schema dagegen sollen die Aufrundungen { (xy) heißen. Die da- 
durch bedingten Aufrundungsfehler seien im Schema der » wie früher & (xy), im Schema 
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der « aber ö (xy). Ihr Zusammenhang mit den gefundenen Funktionswerten « und ® 
und den wahren Werten U und V wird gegeben durch die Gleichungen: 


u(ay) - Ulaey)+Ölaey), v(ay)=V (ey) +Eelay). 


Nach diesen Ueberlegungen kann die Gl. (42) von den fertig gerechneten Funk- 
tionswerten nicht streng erfüllt werden, sondern muß vielmehr richtig lauten: 


u (00) == !/; [u (10) + u (01) +u(10) + u (01) — v (00)] + £ (00), 
oder statt dessen: 
U (00) + 8 (00) = '/, [U (10) + U (01) + U(10) + U (01) 
— V (00) + 8 (10) + 8 (01) + 8 (10) +8 (01) — 8(00)| + £ (00). 
Da aber die wahren Werte streng die Beziehung erfüllen: 
U 00) — Y, [U (10) + U(01) + U (10) + U(01) — V (00, 
so folgt durch Subtraktion die Gleichung: 
d (00) = !/,|ö (10) +6 (01) +6 (10) + 5 (01)l + [F (00) — YıE (00) . (44), 


die wieder für jeden Inneppunkt des ganzen Bereichs anzusetzen ist. Das entstehende 
System löst man strenge oder durch ein mit Gl. (44) durchgeführtes Mittlungsverfahren 
nach den gesuchten Ö auf. Für { hat man dabei an jeder Stelie die im fertigen 
u Schema beim Ausrechnen der Gl. (42) stattfindende Aufrundung einzusetzen. Die & da- 
gegen müssen gesondert erst nach den Vorschriften von 8. mittels Gl. (13) aus den Auf- 
rundungen 7 des fertig berechneten v-Schemas hergeleitet werden!). Diese Aufgabe läßt 
sich allerdings unmittelbar nur in erster Annäherung lösen, und so werden auch die auf 
diesem Wege gewonnenen Ö nur Näherungswerte. Wir konnten nämlich in 8. zur Be- 
rechnung der & den konstanten Randwert Null voraussetzen, hier dagegen sind die & auf 
dem Rande sicher von Null verschieden. Denn die aus den « nach (40) berechneten 
v handwerte sind nicht fehlerfrei, da in dieser Gleichung stets ein durch Aufrundungs- 
fehler geiälschter «-Wert des ersten Innenrings mit verwendet wird. 


Die richtigen Randwerte für die &< würde man nach Gl. (40) erhalten, wenn man 
den Fehler ö eines jeden «-Wertes auf dem ersten Innenring einfach auf die nächst- 
benachbarte Randstelle rückte, wie dies mit jedem solchen Wert « selbst geschieht. Itine 
neue Aufrundung findet dabei durch die Gl. (40) nicht statt. Die Ö sind aber selbst 
gesucht. Deshalb bleibt nichts übrig, als sich aus Randwerten Null, oder auch aus andern 
nach Gl. (13) nur Näherungswerte für die & jm Innern und damit nach Gl. (44) erst 
auch angenäherte Ö zu verschaffen. Mit diesen läßt sich dann ein verbesserter Rand 
für die € und dadurch eine Verbesserung der &-Innenwerte erzielen. Damit gelangt man 
wieder zu besseren Werten Ö usf. Man sieht, wir kommen hier zu einem der Berechnung 
der Funktionswerte « nach 17. vollkommen analogen Näherungsverfahren, das erst dann 
beendet ist, wenn die Werte Ö sich bei einem weiteren Schritt der Itechnung nicht mehr 
ändern. Anstelle der Gl. (40) tritt hier die einfache Regel, daß an jeden Punkt des 
:-Randes der Öö-Wert des vorigen Schrittes zu treten hat, der diesem Punkt auf dem 
ersten Innenring am nächsten steht. Gl. (41) wird ersetzt durch die Vorschriften von &., 
die nun nur mit dem eben beschriebenen, statt mit den konstanten Randwerten Null 
durchzuführen sind. Endlich Gl. (42) geht über in Gl. (44), in der für die & die vor- 
her gefundenen Werte und für die { die Aufrundungen an jeder Stelle des fertigen 
u-Schemas einzusetzen sind. Da die gesuchten Fehler infolge der Aufrundungen selbst 
wieder falsch werden, muß man, um sie genügend genau zu erhalten, eine hinreichende 
Anzahl von Stellen bei ihrer Berechnung mitnehmen. 


Hardelt es sich nur darum, ein angenähertes Bild von der Größe der möglichen 
Aufrundungsfehler ö zu erhalten, so kann man schließlich auch für die © den Randwert 
Null voraussetzen und so durch einen einzigen Schritt des Verfahrens zum Ziel gelangen. 
Die Fehlerhaftigkeit der & fällt dabei wenig ins Gewicht, da jedes & ja nur mit dem 
Febler '/, in der Gl. (44) auftritt. Unter Annahme der größtmöglichen Aufrundung von 
'/s an jeder Stelle gelangt man so ziemlich rasch zu etwas zu kleinen Maximal- 
fehlern Ö6. Die e müssen natürlich zur Berechnung des schlimmsten Falles mit dem 
Pluszeichen in die Gl. (44) eingesetzt werden. Beispielsweise finden sich so für ein 


') In Taf. V sind die Aufrundunren { und n für unser Beispiel besonders aufgeführt. 
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Quadrat mit »—=3 inneren Gitterpunkten längs einer Seite mit derselben Koordinaten- 
bezeichnung wie bei den Beispielen von 8. in Einheiten der letzten Stelle die Werte: 


ö(11)= 1,852, 0(12) = 2,438, ö (22) = 3,235. 


Auch angenäherte obere Schranken für die Maximalfehler lassen sich nach 
denselben Ueberlegungen wie in 8. leicht berechnen. So erhält man für die Quadrate 
n—3 bzw. n 5 die Werte: 

d; = 4,313 bzw. 0, = 13,406, 
Ö5 — 5,250 0: = 21,938, 
O5 23.119. 
Daß alle diese Zahlen wesentlich größer sind als die entsprechenden, die wir früher für 
die © fanden, leuchtet ein, da jetzt fünf statt vier fehlerhafter Funktionswerte ihre lint- 
stehung verursachen. 


19. Zur Untersuchung der Konvergenz unseres Annäherungsverfahrens gegen 
die gesuchten Werte U hätte man zweckmäßig auch jetzt ohne Rücksicht auf die nu- 
merischen Aufrundungsfehler dö — wieder die Differenz zwischen diesen wahren Lösungen 
und den bei den einzelnen Schritten des Verfahrens berechneten Näherungswerten zu 
betrachten. Da diese letzteren gegen die wahren Werte streben sollen, so muß die 
Differenz beider Größen bei fortgesetzer Wiederholung der Methode sich unbegrenzt der 
Null nähern. An sämtlichen Stellen des Doppelrandes ist sie von vornherein gleich Null, 
da wir auch bei den einzelnen Schritten der Annäherung stets die richtigen, gegebenen 
Randwerte benutzen. Demnach wäre nur der Nachweis erforderlich, daß in einem Schema 
mit lauter Randwerten Null durch das Verfahren auch beliebige endliche Innenwerte «, 
das heißt für eine allgemeine Aufgabe beliebige Abweichungen der ersten Rohwerte von 
den gesuchten Lösungen, mit unbegrenzt wachsender Anzahl » der Schritte kleiner und 
kleiner gemacht werden, um schließlich ganz zu verschwinden. Denn man kann sich 
immer bei einer beliebigen Aufgabe die Näherungswerte zusammengesetzt denken aus den 
wahren Werten und den eben eingeführten Differenzen. Dann ändert die Anwendung 
der Verbesserungsgleichungen (40), (41) und (42) auf die wahren Werte nichts an diesen, 
da sie ja die geforderten Bedingungen streng erfüllen. Man braucht also nur ihre Ein- 
wirkung auf die Differenzen zu untersuchen. 

Bei dieser speziellen Fassung der Aufgabe mit den konstanten Randwerten u — 0 
wird die Herleitung der Randwerte für die einzelnen v-Schemata besonders einfach. Denn 
da jetzt in Gl. (40) auf der rechten Seite immer nur diejenigen «-Werte allein von Null 
verschieden sind, die dem ins Auge gefaßten Randpunkt auf dem ersten Innenring am 
nächsten stehen, so braucht man nur diese jeweils auf die benachbarten Randstellen hinaus 
zurücken, um die fertigen ve Randwerte zu erhalten. Jeder v-Rand besteht also einfach aus 
u-Werten, die beim vorigen Schritt auf dem ersten Innenring standen. 

[,eider stellen sich der wirklichen Durchführung des Konvergenzbeweises nach 
verschiedensten Methoden bis jetzt uniberwindbare Schwierigkeiten entgegen. Versucht 
man zunächst beispielsweise wie bei dem einfachen ersten Liebmannschen Beweis für 
(Juadrate bei der ersten Randwertaufgabe zweiter Ordnung!), auch hier zu zeigen, daß 
der grüßtmögliche Betrag eines «-Wertes nach jedem Schritt kleiner werden muß, so findet 
sich, daß dies nicht notwendig ist. Es lassen sich leicht Gegenbeispiele konstruieren, die 
ein Anwachsen von zw-Werten im Innern nach Durchführung eines Näherungsschrittes 
ergeben. Ganz das gleiche zeigt sich bei dem Versuch, zu beweisen, daß im ganzen 
Bereich mit Einschluß der Randwerte überall der Betrag der Differenz zwischen je zwei 
benachbarten . Werten mit jedem Schritt kleiner wird. Aber auch der tiefergehende 
analytische Ansatz führt nicht zum Ziel, wenn wir wie bei der ersten Randwertaufgabe 
zweiter Ordnung den »-ten Näherungswert an einer beliebigen Stelle 0,0, also «., (00), 
ausdrücken durch die ursprünglichen Rohwerte ”„ und zudem durch die zugehörigen 
Werte der Hilfsfanktion ». Nach ganz entsprechenden Ueberlegungen wie im Abschnitt 2. 
u. f. gelangt man zu dem Ergebnis, daß auch v, (00) sich aus den % wie früher w, (00) 
aus den ı, bei jedem einzeinen Schritt » zusammensetzt nach der Vorschrift der damals 
eingeführten Gewichtssterne 8,. Dazu treten aber noch Werte der Hilfsfunktion v von 
allen vorhergehenden Schritten » — I bis 0, ebenfalls angeordnet nach der Vorschrift 
gewisser Gewichtssterne. Wenn wir unter S\, (»,) diejenige lineare Funktion der um den 
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Punkt (00) als Mittelpunkt liegenden Funktionswerte v» verstehen, in der jedes », mit 
dem im Stern S, an seiner Stelle stehenden Gewicht multipliziert wird, so können wir 
setzen: 


u Ei 3 Bi A | En 4 ! ur \ 
Us, (00) — S,() — ) S‘., (v0) -+ „S,-2(vı) r...+ N (\U%-2)-+ Solv, y 
% ı (av 172 FR 
1 ee f . \ 15). 
= Ss, (2%) >> S,—ı-ı (or) \ 
4V . \ ) 0 41V —.—] } 


Wie man aus dieser Darstellung zunächst sieht, kann wie bei dem Verfahren für 
die erste Randwertaufgabe zweiter Ordnung auch hier leicht der Fall eintreten, daß bei 
alleemeinen Aufgaben oft die ersten Näherungswerte an einer Stelle noch falscher werden 
als der ursprünglich angesetzte Rohwert. Zudem setzen sich auch jetzt wieder die «,, 
wenn man von den » absieht, abwechslungsweise nur aus den ı von je einer der beiden 
in 3. eingeführten Scharen von Rohwerten zusammen. Deshalb kann man auch bei diesem 
Verfahren oft einem oszillierenden Verlauf der Näherungswerte begegnen. In unserm 
Beispiel, Taf. V, treten beide Erscheinungen allerdings nirgens charakteristisch hervor, da 
die Rohwerte alle ziemlich gleichmäßig gut gewählt waren. Immerhin muß man auf diese 
Möglichkeiten Rücksicht nehmen, wenn man während der Durchführung einer Aufgabe 
aus dem Verlauf der schon gewonnenen Näherungswerte die gesuchten Lösungen extra- 
polieren will. 

Die Darstellung (45) gilt zunächst nur für eine Stelle (00), die soweit vom Rand 
entfernt ist, daß lauter Normalsterne entstehen. Nach einer gewissen Anzahl von Schritten 
wird aber der Rand von den größten Sternen erreicht, und von da ab haben an die 
Stelle der normalen mehr und mehr umrandete Sterne zu treten. Besonders die v Werte 
des ersten Innenrings setzen sich abgesehen von den » alsbald aus den «. zusammen 
nach Sternen, die einseitig stark beschnitten sind. Da aber die v-Randwerte nach 
oben aus den u des ersten Innenrings entstehn, so erkennt man, daß auch sämtliche » 
im Innern des Bereichs, die durch Mittlung aus den Randwerten nach Gl. (41) 
berechnet werden, Funktionen der % sind. Könnten wir also die gemittelten » leicht 
durch ihre Randwerte analytisch ausdrücken, so ließe sich die obige Gl (45) noch um- 
formen in eine solche, in der rechts überhaupt nun noch «, stehen, so daß also , (00) 
nur durch die ursprünglichen Rohwerte ausgedrückt würde. Dies ist freilich, da es sich 
um die Auflösung eines Systems linearer Gleichungen handeln würde, allgemein nicht 
explizit durchführbar. Aber man erkennt wenigstens, wie eng die Näherungswerte , mit 
den Rohwerten «, des Innern und alsbald wegen der » auch mit denen in der Nachbar- 
schaft des ganzen Randes durch das Approxinationsverfahren verknüpft werden. 

Für den Betrag unserer »-ten Näherungswerte folgt aus Gl. (45): 


\jz 1 / 1 l r 1 : 2 [ia a 
1,(00) <-- | S,lu) + Su--1(00) + 1 Iy-2d) +... 81 lv -2) + No (a -1) 
h’ WET I 172 \/ 
as (46 
| N a Yu | 
N, (to) — > u] N nr ) ı (v}) 
/ (0 


also ein Ausdruck von positiven, meist umständlich gebauten Gliedern, deren Anzahl 
v+ 1 mit jedem weiteren Schritt des Verfahrens wächst. Wenn man in ihm wie früher 
bei dem Mittlungsverfahren (vergl. 6) für alle p oder 4 Gewichtszahlen eines umrandeten 
Sternes jeweils dıe größte des entsprechenden Normalsterns und außerdem für die Roh- 
werte 0. jeweils deren größtmöglichen Betrag N einsetzt, so erhält man einen Ausdruck 
der trotz des Nenners mit unbegrenzt wachsendem » wegen der immer größer werdenden 
Gliederzahl selbst unendlich groß wird. Dabei müssen sämtliche » in (46) ersetzt werden 
durch obere Schranken aus den %.. Denn sie hängen ja durch Mittlung zunächst mit 
ihren Randwerten und diese wieder mit den wvı des ersten Innenrings zusammen. Die 
u, des ersten Innenrings beruhen aber selbst, angesehen von den v-Werten, die abermals 
so zu behandeln sind, auf den « nach Maßgabe von Sternen, die je nach der Gestalt 
des Bereichs und der Schrittzahl teilweise oder ganz umrandet sind. Die Divergenz der 
rechten Seite wird auch dadurch nicht behoben, daß man statt der genannten größten 
Gewichtszahlen der Normalsterne die an jeder Stelle wirklich geltenden Gewichte der 
umrandeten Sterne, die ja viel kleiner sind, in die Rechnung einführt. 

Das Mi£lingen dieses Beweisversuchs hat seinen Grund darin, daß sämtliche v-Werte 
bei der Abschätzung statt mit den Minuszeichen der Formel (45) mit den Pluszeichen 
versehen werden müssen, während man die dadurch bedingte, bestimmte Festlegung der 
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Vorzeichen an anderer Stelle, wo sie die Konvergenz tatsächlich bewirken, wiederum 
nicht berücksichtigen kann. Um zum Ziel zu gelangen, hätte man statt der Beträge die 
einzelnen Glieder in (46) algebraisch zu betrachten und käme so vermutlich zu einen 
Ausdruck für w, (00), der anfänglich zwar in Uebereinstimmung mit unseren obigen Fest- 
stellungen tatsächlich wachsen könnte, der für unbegrenzt großes vr aber doch wohl 
schließlich verschwinden müßte. Jedenfalls kommt man mit ganz rohen, allgemeinen 
Annahmen über die «, ähnlich denen wie bei der Gleichung zweiter Ordnung hier nicht 
durch. Vielmehr müßte man wegen des durch die v» von vornherein bedingten engen 
Zusammenhangs der Näherungswerie , auch mit entfernt liegenden « gleichzeitig die 
Verhältnisse im ganzen Bereich in der Rechnung berücksichtigen, um das Verschwinden 
der uı fesstellen zu können. Dadurch bieten sich der Durchführung des Konvergenz- 


beweises einerseits erhebliche rechnerische Schwierigkeiten. Dann aber — und dies ist 
das Schlimmere — verliert jede der bisher angewandten Methoden durch irgend welche 


bestimmten Festsetzungen über die 4, wie sie hier unumgänglich nötig sind, sofort ihre 
Allgemeinheit und damit den Üharakter eines Beweises überhaupt. Statt dessen gerät 
man durch jede bestimmte Annahme sofort auf die Verfolgung irgend eines Spezialfalles, 
and auch dieser läßt sich bei bestimmt gegebenen Daten wegen des komplizierten Auf- 
baues der Näherungswerte (45) nicht allgemein behandeln, sondern man kann nur Schritt 
für Schritt das Verfahren nach (45) durchreehnen und zusehen, ob die u, (00) sich tat- 
sächlich dabei mehr und mehr der Null nähern, wie dies für die Konvergenz nötig ist. 
Ein strenger Beweis für unser in praktischen Fällen durchaus bequem zu handhabendes 
Verfahren scheint demnach —- wenigstens nach üblichen Methoden — zunächst kaum 
möglich, obwohl selbst in nichtquadratischen Bereichen an der Konvergenz gar nicht zu 
zweifeln ist. Wir müssen uns vielmehr einstweilen nur mit der Feststellung begnügen, 
daß von den vielen Beispielen, die gerechnet wurden, in der Tat jedes gegen die Lösung 
der Aufgabe konvergierte. 504 


Über die 


zufällige zyklische Anordnung paarweise gleicher Elemente. 
Von EUGEN SLUTSKY in Kiew. 


n der Biologie tritt — im Rahmen der \Mendelschen Vererbungstheorie — das folgende 

wahrscheinlichkeitstheoretische Problem!) auf: 2s paarweise gleiche Elemente sind 

über die Punkte einer geschlossenen Linie verstreut. Jede Reihenfolge oder An- 
ordnung sei gleich wahrscheinlich. Gefragt wird, wie groß die Wahrscheinlichkeit P,/: 
dafür ist, daß von den s Paaren m vereinigt und s—m nicht vereinigt liegen. Im ersten 
Abschnitt der vorliegenden Arbeit wird die Lösung dieses Problems gegeben; im zweiten 
behandeln wir den Fall, daß zwei von den Paaren ununterscheidbar sind. Schließlich 
berichtet der dritte Teil über eine umfangreiche Versuchsreihe, durch die Ergebnisse 
und Voraussetzungen der Rechnung überprüft werden. 


1. Ableitung der Lösung. Bezeichnet man die Zahl aller möglichen zyklischen 
Anordnungen von ?2s Elementen mit N, und die Zahl der Anordnungen mit m vereinigten 
Paaren mit XN,./, so hat man für die gesuchte Wahrscheinlichkeit 


Nm/s \ 
2 A. \ 


Pn/s — N. 


Diese Studie wurde dureh den Wunsch eines Freundes von mir. Hrn. M. W, Tsehernojarow, 
veranlaßt, der ein Kriterium haben wollte, um prüfen zu können, ob das Zusammentreffen der gleich- 
artiren Chromosomen zufällig oder nicht zufällig vorkomme. Diese Aufgabe wurde, so viel ich weiß, 


zuerst von Prof. S. Nawaschin gestellt. »Ueber Kerndimorphismus in somatischen Zellen bei Galtonia 
Caudiecans russisch! Bull de l’Acad. Imperial des sciences de St. Petersburg. 1912, VI. Serie, Nr. 4, 
S., 373). Sein Lösungsversuch kann aber m.E. in keiner Weise als definitiv gelten. Erstens hat 


Prof. S Nawaschin keine theoretische Lösung seiner Aufgabe zefunden und mußte daher die nötigen 
Wahrscheinlichkeitswerte aus einer Versuchsreihe bestimmen, die aber wegen ungenügender Zahl der 
Versuche keinen zenügenden Grad der Genauigkeit haben konnte; zweitens war auch die Zahl der 
untersuchten Präparate zu klein usw. Hier sollen lediglich die (wahrscheinlichkeitstheoretischen) Grund- 
laren der Aufgabe, die vielleicht nicht nur für Biologen von einigem Interesse sein können, zur Dar- 
stellung gebracht werden. 
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Die Zahl der Permutationen von 2s Elementen ist bekanntlich (2s)! und es ist 

daher leicht einzusehen, daß die Zahl der zyklischen Anordnungen 
N =(2s—1l)!. . . En an a A 

ist. Denn aus jeder der X, zyklischen Anordnungen gehen genau 2s lineare Auf- 
stellungen hervor, indem man bei irgend einem der Elemente die Zählung beginnt. Die 
Zahl N,./s ergibt sich aus den folgenden Betrachtungen. Man bezeichne mit X,./ die 
Zahl der Anordnungen mit m vereinigten Paaren unter der Bedingung, daß unter ihnen 
ein bestimmtes, z B. aı az (das von az a, zu unterscheiden ist) sich vorfindet. Macht 
man ein Verzeichnis aller Anordnungen mit m vereinigten Paaren, unter denen sich aı a,, 
befindet, dann ein solches der Anordnungen mit dem Paar «, a,, dann weiter ein Ver- 
zeichnis mit 5, d5» usw., so wird die Zahl aller Anordnungen in allen 2s Verzeichnissen 
2$ Nn/s sein. Es ist aber nicht schwer einzusehen, daß jede Reihenfolge sich hier m-mal 
wiederholt, da sie einmal in jedem der m Verzeichnisse, die m entsprechenden Paaren 
zugeordnet sind, sich vorfindet. Daher hat man die Beziehung 


N 28 AR, r 
4 m/s — iYm!x . . . . . . . . . . \ 13), 


m 
Da weiter eine Anordnung von 2s Elementen mit » vereinigten Paaren (bei s > 2) 
entweder aus einer Anordnung von 2s—2 Elementen mit m—1 Paaren durch Kinfügung 
des letzten Paares, es sei aa; (d. i. entweder aı a, oder a, a,), zwischen beliebige ver- 


schiedene Elemente und zwar auf, (2?s—2)—(m—1)=2s—m-+ 1 verschiedene 
Weisen — oder aus einer Anordnung von 2s— 2 Elementen mit m Paaren durch Ein 
fügung von ara, zwischen gleiche Elemente — und zwar auf ın verschiedene Weisen 


entstehen kann, so findet man, daß 
Nm/s == (28 -M—+ 1) N 1/s 1 + n Mens 1 ; : . . A (4). 


Substituiert man diesen Ausdruck in (3) und berücksichtigt man, daß den Formeln 
1) und (2) zufolge Nu/s = (2s—1)! Puls Nm—1/s—i (2s—3)! Pm-1/s-ı und Aunß-ı 
-(2s—3)! Pa/s—ı1, so findet man schließlich 


28 


Pl = (25 -mMm +!) Pa-1is-1+M Puls-1 Sit, u 
m (28 — 1) (2s 2) 


eine kekursionsformel, die für alle »n, aber nur für s>2 gilt. 
Da bei s—= 2 unmittelbares Abzählen 
Par='s, Pız=0, Por = "Is 
ergibt, so kann man durch sukzessive Anwendung der Formel (5) unter Berücksichtigung 
der Beziehung Pos = 1 — (Pys + Ps-ıls +... + Pı/,) dieFälles= 3, s = 4 usw. erledigen. 

Dieselbe Aufgabe kann auch auf eine andere Weise gelöst werden. Man stelle 
sich vor, daß die Elemente in einer vorgegebenen Ordnung zum Zusammensetzen des 
/sklus kommen, und daß das Los entscheidet, zwischen welche Elemente das neu zu- 
kommende eingeordnet werden soll. Dann bleiben alle Reihenfolgen gleichwahrscheinlich 
in demselben Sinne wie früher. 

Es sei na, das letzte Paar, das in dieser Weise in den Ring kommt. Um alle 
dabei möglichen Fälle möglichst kurz zur Darstellung bringen zu können, bezeichne man 
mit (k/s—1) die Reihenfolge aus ?(s—1) Elementen mit %k vereinigten Paaren. Da a; 
entweder zwischen gleiche oder zwischen verschiedene Elemente kommen kann, so 
bezeichne man den ersten Fall mit (ea,x&) und den zweiten mit (zaıy). Kommt weiter 
a, neben aı, so bezeichne man das mit (ca,asx) oder mit za, a.y); tritt aber «@, nicht 
neben a, so seien die entsprechenden Bezeichnungen: (za,2) und (za,u). Die Ent- 
stehungsarten der Reihenfolge aus 2s Elementen mit m vereinigten Paaren können nun 
in folgender Weise dargestellt werden: 





I (m— 1/s— 1) (zaıy) (xaı a; y) 
Il’ (m/s — 1) (gay) (zaz u): II’ (m/s — 1) (zaı&) (zaıa2%) 
II! (m + 1/s — 1) (zaı2) (zazu); II" (m + 11s — 1) (way) (zaz:) 
| IV (m-+ ?2/s — 1) (ze aı 8) (za; 2). 





Berücksichtigt man, daß es für «ı 2s— 2 und füra,z 2s— 1 gleichmögliche Stellen 
im Ringe gibt, und zählt man die Stellen die jedem der oben angegebenen Fälle ent 
sprechen, so kommt man zu der Rekursionsformel 


10* 
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m/s Is—- 1128 9,1” 28 m—+1)Pı ı/s—ı 4 I(2s —m tr 2) (28 m - 3) +2 m] Pajs—ı 


+2(m+1)(2s —m+35) Puti/s-ı + (m +2) (m + 1) Put+2/s-1 (6). 


Sie gilt bei s> 2 und bei beliebigem m > 0, wenn die Bezeichnungen Pi und 
(A) so zu verstehen sind, daß 
Pk =U0 bei? >k, (4)=4 bei A >10, (4)=0 bei A<0. . (7). 


Aus dem Vergleich zweier Ausdrücke für Pn/s (5) und (6) entsteht nun eine Be- 
ziehung zwischen Pu-ı/ls-ı, Pa/s-ı, Pmti/s—ı und Pu+2/s-ı; und setzt man m+1 an 
die Stelle von m und s + 1 an die Stelle von s, so erhält man: 


m + 1 \ 


! 2S 
8 m) (?28— m 


P.!: m + 1) (2s mn 2) Een am | Pn+ıla 


) 
1 2 ZZ T 2 \ 2 N m t 2) Pa +2 5 + m — 2) (m —- 3) Pa 3/8 (8), 


- die Rekursionsformel, die unter den Bedingungen (7) für m>0 und s>2 gilt. 
Diese Formel hätte den Vorzug vor (5) und (6), daß sie die unmittelbare sukzessive 
Ermittlung der Wahrscheinlichkeiten P-ı/s, Ps-a/s. .. Pı/s, Po/s ermöglichte, wenn nur 


die Wabrscheinlichkeit P,/; unmittelbar gefunden werden könnte. Das ist auch wirklich 
der Fall, da aus der Formel (6) folet, daß 


P, _— r, u 1/s—) ® . . . ° ® ® ® 2. (9) 
2s—1 
7 +) 
ist, und da Pa = "/; Ist, so hat man P; 3 = ._, Pıan =... usw. oder allgemein 
2’) er 
P.. = [0 
3:5+7 2 L) 


für alle Werte von s 2, 
Zahlentafel I enthält die Werte von Ps fürs=1 bis 6. 


Zahlentafel l. 




















R Mm Po q | Ss IE Pan S 
| 0 0 5 (0) 93/945 0.,»1005 
' ' 1 60/945 0.385095 
0 13 0.33333 5 205/94» 0,21695 
| 0 0.000000 70/9 45 0,07407 
2 319 0.66667 i 15/945 0.015987 
5 21/945 0,0021? 
() t/19 0.26667 
| 6/15 0,40000 
2 3/19 0.20000 6 0 3326/10395 0.319096 
3 2/15 0,1999» | 3948/10395 0.379850 
N 0 31/105 0.29524 2 2190/10395 0.21067 
' 10105 0.38095 , -40/10395 0.07119 
> 94/105 0.223857 | 165’10395 0.01587 
. '105 0.07619 5 24/10395 0.002351 
l /105 0.019055 h 2!10395 0,00019 


Mit dem Wachsen von s nähern sich die Werte von P„/s den Grenzwerten, die 
durch die Pöissonsche Formel gegeben werden, wenn man in dieser für die Wahr- 
scheinlichkeit des Einzelereignisses p—= 1/s und für die Zahl der Versuche s setzt. In 
der Tat, die Formel (6) zeigt uns, daß 


lim Pn/s | = lim Pau/s—ı ee GR u 


s = © s=—=%T 


und die Formel (5) unter Berücksichtigung der Formel (11) gibt 


” l . # \ 
lim P/s zu lim Pu-—ı/s a 
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R ' | 1 
Bezeichnet man lim P,/s mit Pn, so hatman: Pf, —P,, P; „Pu, P= E Eu: 2 
n: == FJ- DZ L> zn 
woraus unter Berücksichtigung der Beziehung A, + Pı =... +-P = |! 
EN u er ee er DR > 
und y 
Pm .— . . r r . ° . ö ° ° (14) 
m! 


hervorgehen. Zum Vergleich mit den Zahlen der vorigen Zahlentafel wollen wir die 
ersten sieben dieser Grenzwahrscheinlichkeitswerte angeben (siehe Zahlentafel II). 


Zahlentafel Il. 





m | 0 j 2 > } 5 6 





Ffm = | 0.367858 0.367888 0.158394 0.061951 0.015353 0.00307 0.000511 


Man sieht darans, daß schon bei s—=6 die Werte von P,.’s sieh merklich den 
Grenzwerten nähern. Es würde sich lohnen, Näherungsformeln für Po/s, Pı/s . . . auf- 
zusuchen, da die Formel (5), (6) und ($) bei einigermaßen großen s eine fast unausführ- 
bare Arbeitsleistung erfordern würden. Zu diesem Zwecke kann man von der Formel (8 
ausgehen. Man bestimme daraus P+ı/s und setze m — 1 für m. Dann hat man zunächst 


1 m 1 2 ın Y 
Pan „, = f N | ) | l Pın l/ N 
m H- 2 m 2 l 25 2s } 


2 Ki ri (' ii (' 28 } 25 


2(m +1) m + 1\ m+1 m+2 ) 
| : Gi Pan rı/s Rn Pn4 2/s(5; 
23 25 28 23 
] * “ * .. 
was nach den Potenzen von entwickelt, in eine Näherungsformel 
%“: Mm > m’— m — 14 ] [2(m +1) 2 (m + 1)° 
> bi Das 22 | > n = > 
Einf = m ' 28 (2 8)” we ei m ! 28 ! 25) ne Ent 
m+1)im +2 , 
Putals (15) 


+) [1 Un 


$ 


übergeht. Setzt man hier sukzessive m +1, m +2, m +3 für m, so erhält man analoge 
Formeln für Pu+ı/s, Pm+2/s,; Pn+3/s».. Diese Ausdrücke setze man in (15) ein, dann 


in das Resultat dieser Substitution usw., bis alle Koeffizienten bei Putı/s; Putalse 


e . . . l : 
nicht unter die zweite Ordnung in _ sinken werden. Dann hat man: 


l In 3 m* sm—1 
Pi N (1 2 —t- . . .) P. ] + eo . (16). 


m So. (23)? 


Setzt man hier für m die Wert2 1, 2, 3... 13 ein und addiert man die daraus 
entstehenden Ausdrücke, so findet man 
1 


j\ —— . ° . ° . . (17). 
4.07742 5,49465 
e +4 z + nn # 
8 2 8)" 
Bei s—=6 erhält man daraus Po/s = 0,32082 uni dre Formel (16) gibt uns dann 


die Werte: 
Zahlentafel III, 











77 () | > 2 | r 6 
P on ‚, angen. = 0.923 )V.3S1 ().?10 0.071 0.016 0.00» 0.0003 
Pn/6g genau 0.320 0.350 0,211 0,071 0.016 0.00» 0.000» 


Berücksichtigt man, daß 2s = 12 noch keine sehr große Zahl ist, so darf man 


diese Annäherung als eine ziemlich gute ansehen. Die Fehler sind von der Ordnung 


(28)” 


2. Fall zweier nicht unterscheidbarer Paare. Nun wollen wir noch einen 
komplizierteren Fall untersuchen, der aus dem vorigen hervorgeht, wenn die Elemente 
zweier bestimmter Paare ununterscheidbar werden. Dann hat man also 2s—4 Elemente 
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der ersten Gruppe, die paarweise, und 4 Elemente der zweiten Gruppe, die alle unter- 
einander gleich sind und die man mit aı, as, as, a, oder mit a,a,a,a bezeichnen kann. 
Die Zahl der vereinigten Paare in der ersten Gıuppe sei k, was aber die zweite Gruppe 


betrifit, so ergeben sich folgende Arten ihrer Zusammersetzurg: (1) a...a...da...d, 
(2) aa...a...a, (3) aa...aa, (4) aaa...a, (5) aaaa, was — mit k vereinigten 
Paaren der ersten Gruppe kombiniert — in folgender Weise bezeichnet werden kann: 
k, 0 k,1 k,2 k,01 h, 001 
sa)’ 8(2)’ s(2ı’ s(2)’ el? 


Zählt man eine Vereinigung von drei oder vier Elementen der zweiten Gruppe als 
äquivalent zu zwei bzw. drei vereinıgten Paaren, so möge dis Zahl sämtlicher in diesem 
Sinne »vereinigten Paare«, die k+0, oder k+1, oder k+ 2, oder k +3 beträgt, mit 
! bezeichnet werden. 

a : _% . m k,h . 

Ehe wir zur Ermittelung der Wahrscheinlichkeiten von dem Typus —- übergehen, 

8 (2) 
wollen wir mit Pı/)s und Pı/s" die Wahrscheinlichkeiten bezeichnen dafür, daß in dem 
Zyklus von 2s paarweise gleicher Elemente k-Paare vereinigt sind, unter denen ein be- 
stimmtes Paar sich befindet bzw. sich nicht befindet. Es ist leicht einzusehen, daß 


k—1 
' U, l k 
Pıs = — Puma — Pin se on ee er 


l J 
y" 8 
{ 





und 

En; ) u, s-kn Er 

I kjs == I K/8 I k/s — I k/s . . . . . . . . (19). 

8 
Nun stelle man sich vor, daß man einen Zyklus, der aus s— 1 Paaren gebildet 
ist, vor sich habe, und das letzte Paar, das darin noch eingefügt werden muß, a; a, sei. 
- . re i ” . . / 
Man bezeichne mit | die Anordnung dieser Art, die aus 2(s— 1) Elementen besteht, 
se — 

unter denen k vereinigte Paare aus den Elementen der ersten Gruppe und i (= 0 oder 1) 
vereinigte Paare aus den Elementen der zweiten Gruppe sich befinden. Nun wollen wir 
die möglichen Fälle der Einfügung der Elemente a; a, in eine Anordnung in analoger 
Weise, wie früher, symbolisch darstellen. Dabei mögen die Bezeichnungen (za; x), (x a; y), 
(242), au), (a3 a,&), (x@asa,y) die Fälle darstellen, wo a; und a, nicht neben aı 
und as kommen; mit (aa;) mögen die Fälle: (a 4%). (a2 a; x), (ea; aı) und (x a; as) 
symbolisiert werden; mit (aaa;) bezeichne man die Fälle: (a; aa), (aa, a) und (aaaz); usw. 


. 18 m 2. k, 0 . 
Jetzt gehen wir zur Darstellung der möglichen Fälle über. kann ledigl’ch aus 


.#(2 
k.oO > 2:18 k + 20 a J i \ 0 er e 
' entstehen, und zwar in folgender Weise: («) | \ (aasy) (za); 
s—| .—1 —— 1 | 7 Ns—1 
, 1 1,0 k + 1,0 k + 2,0 
(pP | Eds X za U) oder ( a3 y) \2 A 2); 7, ( x 4 %&) \Z As 2). 
s—1 s—1 s—1 


Fuhrt man noch die ohne weiteres verständlichen Bezeichnungen: Pı0, Pruan Pr 


Og r 
s— |] 
usw, ein, so hat man: 
Pro P k.O ° P; day ® P: au +-Pı iO [Pra;a P: 14 U HPraogyP:a, .) +Pı +3230° Pra,x . P:as2 (20). 
(2 f | $ 1 8 1 
In ganz ähnlicher Weise findet man weiter: 


P +1 = pP UV [P. ‚P:yu+t P: 34 Pa M -Pr1 Prasv Pra 


j! 


s(2 Ss | x 1 
5 Be TA Bi + ea Be en 


4, 


{ 1) 
——| Eh m 
F 21 Pı } P; 14: | 
l 
pP 2 m P 0 P, i Paa, de P 1 Pom 5 P, 0% A P: +11 Pro, 2 P, 42 - i . . . (22) 
s (2) s—]1 ve “-. 
I 
P:. 01 P+ v) Pa 'a , 'ady T P+ | IPa dig P, Igu + Pr asv Paaa,l 
K 2) Ss | > ( 
| | ee, ee : 
+ P er |Psa 3 P, u 2 ge Pr as x Paaa,| \ 
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P,. 001 — P,+1ı Paar; Paaazay . . . . . . . . 24). 
s(2 ii 
Berücksichtigt man, daß P,o =P x", Pı+10= Pı+ı1", Pı+20 = Pı+?', Pxi 
—— 1 s—1 s—1 — ——1 1 
Pı +1, PKrii=Pı+2, Pı +21 Pı +3, so ermittelt man diese Wahrscheinlichkeiten 
s— |] s—1 .—1 | s—1 
nach den Formeln (18) und (19). Was die Wahrscheinlichkeiten von dem Typus Pr..r, 





Prays Paass Paaaza, usw. betrifit, so ist es leicht, sie durch Abzählen der günstigen und 
der möglıchen Fälle unmittelbar zu bestimmen. Setzt man entsprechende Ausdrücke in 





20) bis (24) ein, so hat man: 
| #* ' \( 7\p 
Pı.i = !ı(s—k+1) (28 —k+6) (?2s—k+T7T)I 
B (s—1)(28—1) (28—2) } | 
“u | (25 
H-2(s—k+2)(2s k+ 7) (k ! L) P:+1-+!(s - k+5)(k+1 k+2)Pr- | | 
s—| | 
Pit | ) 10 &—k+1)(2s—k+6)P x + [25 —k+4 5)(25s—k+6 
(9 (s—1)(2?s—1)(2s—2) ! 2 
+10 (s -k+2)| (k-+1) P+ı +2 (25 —k+6) (k+1) (k+2) Pr+2 26), 
8 | S | 
(k+1)(k+2)(k + 3) Pı+3! \ 
1: 
| y u 
Pi. 2 S(s—k+1)P x +2(2s—-k+5)(k+1) Pı+i | 
\ s—1) (2 s—1)(2s—2 | u 
& 5 — N 71 
+2 (k+1) (k+ 2) Pı+2! \ 
rn 
P 01 : 9 s—-k+1)P x +(2s—k+5)(k+1) Pı +1 
$ | 28 | 2s—?2 { ea | 
3 Be} > | R Ä IN i 
+-(k + 1)(k +2) Pk+2 \ 
$ 1 
12 (c + 1 
P+.001 = r ; . i r . . ; 29). 
(s-- 1 28 I( (28 2 


’) 


Mit diesen Rekursionsformeln haben wir die folgenden Zahlentafeln IV und V für 
den Fall von zehn Elementen, von denen 6 paarweise und 4 alle untereinander gleich 











k h 
sind, bereshnet. Hier bedeutet P-,„ die Summe I Pı,, „ und Pı,— die Summe I Pı,, 
s (2) s (2) (2 s (2) 
\ Zahlentaiel IV. 
00 
® 48 
P” 2 = — 0.07619 
630 
1,0 0.1 
24 "7 154 
p>W) — — 0.03810 pP) — — 0.244144 
630 630 
I() 1.1 0,01 
”r) 3 " /xy\ 11 nr’) 62 
p>) — — 0,00476 PY' 7) = = 0,18095 PY\9V = 0,095 41 
630 630 630 
3.0 21 1,01 
er Er9\ 30 = opn 60 
p>(2) — 0 pP) — 0,04762 p>@) _ = 0,09524 
630 530 
3.1 201 
ud +) 2 pr 24 
p>(2) — —= 0,00317 p>\) _ — 0,03810 
630 HU 
3,01 
Fur‘ l 
P’\“) — — (),00635 
530 
BE, = ‚ol 
— 75 - 300 z 150 
pP?) _ — 0.11905 pP) — = 0,47619 pp?) — = 0,23810 


630 630 630 
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Noch: Zahlentafel IV. 

















p>\“@ —= 0.014921 p>\? — 0,3333333 
530 630 
ei VOO| 3 
() ger 10 79 130 
PP 0.04762 P*’y — 0.015857 PIW = 0,2063492 
650 950 1,0 
29 1.001 ) 
L2 r ) 12 09 Au 
P e) = () vo] ıl), P die) n 0.010905 p» HM] 0.079365] 
5530 650 630 
 °) (v] 5 
(*) / ‘) 6 .- () L2 ” 
PY’\e/ — 0.0051; p ”’\« 0.0095 PY\ 0.0190476 
630 630 h50 
3.00] 6 
- ) "y) 3 
p »\ 0.00317 pP”? \“ 0.0031746 
had b30 
‚oo 1.0000000 
u 75 - 9 30 
P’\- () |405 REM = (0), 04762 
630 630 100001 


Zahlentafel V. 








() 2. 9, ee 
o , 51 ) ‘) I’ 0 . ,; iD 5 10 
p> =) = 0,48413 p’\ = (),. 38095 p®? 2) — = 0,11905 p>\® — - = 0,01587 
630 630 630 630 
Die Wahrscheinlichkeit ?P ; ist eine Summe der Wahrscheinlichkeiten P-,» , die bei 
(2 © 
der von uns eingeführten Zusammenlegurg von %, und A, die Summe ergeben; so z.B. 
P > Pau» + FPıı +Pooı + Po> usw. 
r 2 , (2 5 2 ) 2 > 2 
3. Versuchsergebnisse. Die theoretischen Berechnungen können nun mit Re- 
sultaten einer Reihe von Versuchen verglichen werden, die vor allem zu dem Zwecke 


angestellt waren, um festzustellen, ob etwaige Verschiedenheiten in Form und Größe der 
sich zyklisch zusammenlegenden Körpern auf die Gleichmöglichkeit einzelner Anord- 
nungen einen bemerkbaren Einfluß ausüben. Die Anordnung der Experimente war die 
foleende. 


Eine runde Schachtel mit gewölbtem Boden, zehn Stück Bohnen (Phaseolus Vulgaris) 
enthaltend, wurde während rd. 12—15 Sekunden nach einer und derselben für alle Ver- 
suche festgesetzten Regel krältig gerüttelt Dann wurde sie mit einem leisen Schütteln 
in eine hor'zontale Stellung gebracht, so daß die Bohnen sich von selbst kreisförmig auf 
den Boden legten. Es wurden 3000 Versuche ausgeführt, die in drei Serien von gleichem 
Umfang eingeteilt waren. Während der ersten Serie wurde die Schachtel gleich nach 
Beendigung des kräftigen Rüttelns geöfinet und in fast horizontaler Stellung so lange 
leise geschüttelt, bis eine zyklische Anordnung sich einstellte. Während der zwei letzten 
Serien aber wurde die Schachtel nur nach Beendigung der ganzen Prozedur geöffnet und, 
war die Anordnung der Bohnen noch keine zvklische, so wurde die Prozedur von neuem 
nach derselben Regel wiederholt usf. bis zu dem schließlichen Erfolge. So wurden, wie 
wir glauben, alle persönlichen Einflüsse gänzlich ausgeschlossen. 


Alle Versuche wurden mit zwei schwarzen, zwei grünen, zwei roten und vier 
weißen Bohnen ausgeführt: die ersten beiden Serien mit einem und demselben und die 
dritte mit einem anderen Satze. Die Bohnen des ersten Satzes waren dabei mehr von 
einander verschieden als diejenigen der zweiten, wie die Tafel VI zeigt. 
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Zahlentafel VI. 





Dimensionen derBohnen in mm 








Die Bohnen I. und II. Serie III. Serie 
Länge Breite Dicke Länge Breite Dicke 
Schwarze | 5,9 8.7 1.2 14.4 0 N] 
2 9,0 6.0 1.6 14.0 N, S 7.9 
Grüne . 1 13.9 I.8 3.1 16.0 3.3 7,8 
2 3:5 >.9 3.5 15,8 3.8 5,0 
Rothe . | 15.0 F,0 6.0 15,9 N 4 6 
2 15.0 1.8 5,5 7.3 1.9 5,0 
Weiße... I 11.0 8,9 S,0 18,2 8,9 ° 5,0 
2 10.5 Sg \.0 18,2 Sn 7.0 
3 10.8 40 S.0 IS.0 SS 7.3 
! 11.0 Bu S.0 17.7 9 6.0 





In den weiteren Tafeln (VII—\X) bedeuten: % die Zahl der vereinigten Paare in 
der ersten (»farbigen«) Gruppe und A die Zahl der Verbindungen in der zweiten (» weißen«) 
Gruppe. Dabei bedeutet, wie oben: A— I1undh=—= 2 ein bzw. zwei weiße Paare, h= 01 
— eine Verbindung zu drei, und A= 001 — eine Verbindung zu vier. Mit / wird die 
Zahl der festsetzungsgemäß gezählten Paare bezeichnet (O1 für zwei und 001 für drei 
Paare gerechnet). Weiter bedeutet n’ die durch das Experiment gefundene (»empirische«) 
und n die theoretische Zahl der Fälle jeder Kategorien und & die Differenz n —n. Ist 
die Gesamtzahl der Versuche N = 1000 nach m Gruppen eingeteilt: nı, N2,... N, SO 
ist das Verhältnis von Theorie und Erfahrung mittels der Größe: 


) 
- 


i 
y’ = 2 . . i r . ; ; . . . * (30) 


ij M 
zu prüfen!) Für die mathematische Erwartung und den mittleren Fehler von y? hat 
man folgende Ausdrücke ’) 


Be re 


/ ım 
'N—1 | 43 . \ 
/. N / N p) | ’ 


wo N und ın die oben angegebene Bedeutung haben und mit p; die Wahrscheinlichkeit 
des ‚—en Ereignisses bei einem einzelnen Wersuche (also unsere Pı „ oder unsere P_, 
s(2) (2 
usw.) bezeichnet wird. 
Setzt man 
£ ee  ZP . ‘N 30 
« a. — 4 J4 / J . . . . . . . . . . )«ı) 


’ 
so wird durch das Verhältnis :,:/6,: das Kriterium angegeben, an dem das Verhältnis 
von Theorie und Beobachtung geprüft werden kann. Ist diese Größe kleiner oder nur 
ein wenig größer als 1, so können die Abweichungen der empirischen Verteilung von 
der theoretischen als zufällige gelten, was bei unserer Serie III der Fall ist. Ist diese 
Größe beträchtlich größer als ı (6,64 und 6,54 in den Serien I und Il), so wird die 
Hypothese vom Zufall hinfällig und für die Divergenz zwischen der Theorie und Er- 
fahrung muß eine andere Erklärung gesucht werden. Durch die Ermittelung der Wahr- 
scheinlichkeit eines Systems zufälliger Abweichungen, die einem gegebenen Falle ent- 
sprechen, kann diesem Urteil eine präzisere Fassung gegeben werden’), in unserem Falle 
aber sind die Resultate so unzweideutig, daß zur Anwendung dieser Methode eigentlich 
keine dringende Veranlassung besteht. 

) K. Pearson, On the Criterion ete., Philos. Magazine, Vol. 50, 1900, p. 157 fl. L.v. Bort- 
kiewiez, Die Iterationen 1917, 8. 62 ft. 

-, L. v. Bortkiewiez, |. eit. S. 62, 614. 

») K. Pearson, ]. eit. 

Derselbe, Tables for Statisticians and Biometrieians, 1914. 

l,. v. Bortkiewiez. Das Helmertsche Verte lunzeszesetz für die Quadratsumme zufällirer 
seobachtungsfehler, Zeitschr. f. angew. Mathematik und Mechanik, 1922, Bd. 2, Heft 5. 8. 358 tf., 
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Berücksichtigt man die Tafeln IV und V, so fallen die Größen Ey? und ,: nach 
den Formeln (31) und (32) so aus: 






























































IE 4x“ 3; En =6; Eyı“ 6. 
6,3 2,46; 6,,.2 = 2.85; G,n=3,Dl, 
woraus nach den Ergebnissen der Berechnungen in den drei letzten Kolonnen der 
Tafeln VII—-IX sich eine folgende Zusammenstellung in der Tafel X ergibt. 
Zahlentafel VII. 
Theorie 1. Serie ?. Serie 3. Serie 2 (ex )” &% )* (er 2 
] £ Ek £} 
: x N nk ‚ } N] Nk 
0 154,15 I6> 99 177 16.13 + 14.87 4 0,537 0,457 0,105 
| 380.95 393 384 386 I+ 12,05 3.05 ‚.05 0.381 0.024 0.067 
2 119.05 126 97 117 I+ 6.95 — 22.05 — 2.05 0.406 1,084 0.0535 
3 15.87 13 >) 0 BATIE TR t.13 0.519 1.075 1,075 
1000.00 1000 | 1000 1000 ve =1,843 | 7° =5,640 | = 1,232 
Zahlentafel VIII. 
Theorie 1. Serie 2. Serie 3. Serie (gn')? (£n ')? (en''')- 
h Eh e PT u 
nn nn nn nn nn nn nn 
0 119,05 160 14> 121 I+ 40.95 + 28,95 + 1.95 14,086 7.040 0.052 
| 176.19 189 >14 145 I+ 12,51 + 37,81 25,19 0,544 3,002 1669 
01 | 238,10 | 217 203 256 21.10 — 35,10 + 17,90 1,870 5,174 1.346 
2 | 119,05 94 103 127 I— 25.05 — 16,05 + 7,95 5,27 2,164 0,531 
001 17.62 t0 32 ii nn - 7.62 ice 1.319 5.124 0.003 
1000.01 1000 1000 1000 yn3 = 22,790 1° — 92.504 4n° —= 53.581 
Zahlentafel IX. 
Theorie 1, Serie 2. Serie 3. Serie &1)- (si)? gr’)? 
! £] & € 
n] nı nn nı nl m 7 
0 16,19 99 SS +6 I+ 22.81 + 11,51 - 0,19 6,529 1,551 0,000 
l 282,94 290 39 273 7,46 + 56,46 — 9,54 0,197 11,282 0,322 
2 833.33 325 307 24 I— 3353 — 26.33 — 9.33 0,205 2.080 0.261 
206.35 193 180 799 13.35 — 26.35 + 15.65 0.364 3.365 1.187 
j 19,37 3 Bar 7 6,57 — 12,37 |— 2,37 0,911 1,928 0,071 
D 19.05 Ib 16 25 3.05 — 3.05 + 5.95 0,458 0,488 1.58 
b 8.17 t 3 3 + 0.83 0,17 0.17 0.317 0.009 0.009 
1000,00 | 1000 1000 1000 | | 2 = 9,314 z@ = 20,983  zı = 3.708 
Zahlentafel X. 
’ 5 ) €/2 
Serie ? 7 eyam=y" - E(y‘ / 
0,2 
\ 1,54 1,16 0,47 
I h 22,79 + 18,79 6,64 
l 9.31 3.81 0.94 
k 5.64 + 2.64 1,07 
II h 22,50 - 18.50 6,54 
! 20,98 + 14,98 23 | 
k 1,28 1,72 0,70 
III h 3,58 0,42 0,15 
l 3,71 — 2,29 0,65 
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Nun sehen wir, daß, während die Zahlen der Serie III aus den Grenzen der 
lediglich zufälligen Schwankungen nicht heraustreten, die erste und die zweite Serie Ab- 
weichungen zeigen, die ihren mittleren Fehler 6,64- und 6,54-Mal übertreffen, und deren 
Wahrscheinlichkeiten nach Eldertons Tabellen demnach P-—-0,00014 und P=0,00016 sind. 

Betrachtet man die Zahlen unserer Tafeln VII—IX genaner, so sieht man, daß die 
Verteilung der farbigen Bohnen lediglich den zufälligen Sohwankurgen unterworfen er- 
scheint und daß die ganze Diskrepanz zwischen der Theorie und Erfahrung lediglich 
auf Rechnung der weißen Bohnen gesetzt werden muß. Diese Sachlage bedarf einer 
Erklärung m. E. aus den (Gesetzen der theoretischen Mechanik, die aus dem Rahmen 
dieser Arbeit heraustritt. Mit einem gewissen Vorbehalte will ich aber es versuchen, 
eine Hvpothese aufzustellen, die vielleicht auf die richtige Spur zu führen vermag. 

Nehmen wir an, daß jedes Körperchen gleiche Ühancen besitzt, auf irgendeine 
Stelle des Ringes zu kommen, daß aber für zwei solche Körper, die zufälligerweise im 
Prozesse des Aufrüttelns zusammengetrofien sind, die Wahrscheinlichkeit, sich nach 
kurzem Schütteln nebeneinander zu legen, größer ist als für zwei geschiedene Wenn 
diese Wahrscheinlichkeit für alle Paare gleich wäre, dann würden auch alle Anordnungen 
in der definitiven Verteilung nach einem hinreichend langen Schütteln praktisch gleiche 
Wahrscheinlichkeiten haben, denn der Zusammenhang zwischen den Körpern, der durch 
anfängliches Nebeneinanderliegen statuiert ist, strebt mit jedem Aufschütteln rasch der 
Null zu. Wenn man aber annimmt, daß die Wahrscheinlichkeit, daß zwei Körperchen, 
die zusammenliegen, nach einem Aufschütteln von einander nicht geschieden werden, für 
ein Paar größer (oder kleiner) als für die übrigen Paare ist, so wird für ein solches 
stabileres (bzw. minder stabiles) Paar eine Tendenz bestehen, öjters (bzw. seltener) zum 
Vorschein zu kommen, als es dem Falle gleicher Wahrscheinlichkeiten aller Anordnungen 
entspricht. Wären nun unsere weißen Bohnen der ersten und zweiten Serie so be- 
schaffen, daß sie, z. B. wegen ihrer relativen »Kugelförmigkeit«, vielleicht auch ihrer 
Größe, bei ihrem Zusammentreifen minder stabile Paare ausmachten, so könnten darin 
die Ergebnisse unserer Versuche eine Erklärung finden. 414 


ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 


Die Ermittlung 


der Drehspannungen in geraden zylindrischen Stäben. 
Von H. SELLENTIN F. 


1. Die Schubkraftfläche. Aus einem nur auf Drehung beanspruchten geraden 
zylindrischen Stabe werde durch zwei senkrecht zur Achse geführte Schnitte eine Scheibe 
von der Höhe 1 herausgeschnitten, die wiederum durch zwei parallel zur Stabachse ge- 
legte Schnitte AA, und BB, in Teilstücke zerlegt werde. Letztere müssen für sich 
unter dem Einfluß der in den Schnittflächen vorhandenen Spannungen im Gleichgewicht 
sein. Da Zug- und Druckbeanspruchungen des Stabes ausgeschlossen sind, so können 
in den Stabquerschnitten nur Schubspannungen auftreten, deren Abhängigkeit von dem 
wirkenden Drehmoment zu bestimmen ist. 

Die im Punkte P der Querschnittsfläche wirkende Schubspannung 7 (Abb. 1) werde 
senkrecht und parallel za A4ı in die Spannungskomponenten 7, und 7, zerlegt; dann 
tritt 7, auch in der Schnittfläche AA' und 7, in der Schnittfläche BB, im Punkte P senk- 
recht zum Stabquerschnitt, also parallel zur Stabachse auf. In gleicher Weise werden 
für alle anderen Punkte der Schnittliniien AA, und BB, parallel zur Stabachse wirkende 
Schubspannungen gefunden, deren Größe durch die Ordinaten der eingezeichneten Kurven 
7. und 7, dargestellt seien. Sie sind die einzigen auf die Teilstücke wirkenden axialen 
Spannungen, weswegen die algebraische Summe der von ihnen herrührenden Kräfte für 
jedes Teilstück gleich Null sein muß. 

Auf den Abschnitt PA des Schnittes A A, wirkt unter dem Einfluß der Schubspannungen 
eine Schubkraft s, deren Größe durch das schraflierte Stiick der Schubspannungskurve 
dargestellt ist. Dieselbe Kraft s muß in dem Teilstück ?’B des Schnittes BBı in entgegen- 
gesetzter Richtung wirken. Somit ist der Flächeninhalt des schrafiierten Teils der Schub- 
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spannungskurve 7, gleich dem des schraffierten Teils der Kurve 7,. Auch für jeden anderen 


durch P gelegten Axialschnitt muß sich aus dem Inhalt der von /’ bis zu dem einen 
oder dem anderen Randpunkte reichenden Stück der zugehörigen Schubspannungsfläche 
dieselbe Schubkraft s parallel zur Stabachse ergeben. Diese Kraft s ist also für jeden 
Querscehnittspunkt eine bei 

+ I max _ 12 max gegebenem Drehmoment fest 

\ Fu bestimmte Größe, die durch 

AM 5 ' Integration der in einer vom 

Pi | N } | \ (Juerschnittspunkte zu einem 

/ Il; | \ beliebigen Randpunkte gezo- 

| eenen Schnittlinie senkrecht 

zur (Juerschnittsfläehe wirken- 

5, den elementaren Schubkräfte 
gefunden wird. Sie kann 
durch eine Ordinate im 
Punkte P senkrecht zur Quer- 
schnittsfläche dargestellt wer- 
den; die Endpunkte aller der- 
artiger Ordinaten bestimmen 
eine auf dem Rande des 

Querschnitts aufsitzende räum- 

liche Fläche, die weiterhin die Schubkraftiläche genannt 


A. a FRETERN, werden wird. 


een Da die Ordinaten der Schubkraftfläche dureh Inte- 


gration der Schubspannungsflächen gefunden werden, so folgt 
ohne weiteres, daß die axialen Schubspannungen aus der 
Schubkraftfläche durch Differentiation hervorgehen, die Span- 
)J nung in einem Querschnittspunkte /’ und dem Schnitte A Aı, 
also ihrer Größe nach durch die trigonometrische Tangente 
[RAszz 27) d tane a = — des Neigungswinkels der in der Schnittfläche A Aı 
Dun 
\bb. 1. im Punkte /, an die Schubkraftfläche gelegten Berührungs- 
linie bestimmt ist. Um die relative Richtung der Schub- 
spannungen zu bestimmen, werde festgesetzt, daß bei der Betrachtung von außen her 
eines bestimmten Teilstücks zur Beurteilung des Vorzeichens ven x die positive Richtung 
der Abszissenachse von dem Eckpunkte /’ des Teilstücks aus nach rechts zeige. Es 
ergibt sich dann ohne weiteres, daß in demselben Punkte /’ zweier durch einen Schnitt 
getrennter Hälften gleiche, aber entgegengesetzt gerichtete Spannungen herrschen. Hori- 
zontale Tangenten bezeichnen die Richtungen derjenigen axialen Schnitte, in denen die 
Schubspannungen im Berührungspunkte verschwinden; senkrecht zu ihnen in der Neigungs- 
richtung der Tangentialebene tritt der Höchstwert der Schubspannung im Berührungspunkte 
auf. Nur im Berührungspunkte einer wagerechten Tangentialebene ist der Wert der Span- 
nungskomponente nach allen Richtungen hin Null. Am Rande des Stabquerschnitts sind die 
horizontalen Tangenten an der Schubkraftfläche gleichzeitige auch Tangenten der Rand- 
linie; daraus folgt, daß am Rande des Stabquerschnitts die Höchstwerte der axialen 
Schubspannungen in den senkrecht zur Staboberfläche gericheten Längsschnitten 
auftreten 












































2. Das Drehmoment. Die axialen Schubspannungen sind gleich den senkrecht 
zu dem zugehörigen Schnitt gerichteten Schubspannungskomponenten im Stabquerschnitt. 
Am Rande und ebenso in jeder durch einen horizontalen Schnitt der Schubkraftfläche 
erhaltenen inneren Kurve des Stabquerschnitts sind daher die Schubspannungen tangential 
gerichtet; normal zu diesen »Randlinien« treten keine Spannungen auf. Die Projektionen 
zweier im Abstande ds von einander durch die Schubkraftfläche gelegter wagerechter 
Schnitte ergeben zwei benachbarte Randlinien auf dem @nerschnitte, deren senkrechte Ab- 
stände voneinander mit «dn bezeichnet werden. Die Umfangselemente du der äußeren 
Randlinie bilden mit den begrenzenden Normalabständen Flächenelemente von der Größe 


df=du:dn; 



























ur a > ee u 
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in ihnen treten tangentiale Schubkräfte 7: d/ auf, deren Drehmoment in bezug auf einen 
beliebigen Querschnittspunkt O nach Abb. 2 


dm=r: df-h=r:du-dn:h 


dß8 


ist. Danun?— , ist auch dm ds:du:h. Hierin bedeutet du » A den doppelten 
Flächeninhalt des zu dw gehörigen Elementardreiecks mit Smax 
der Spitze O0; die Summation aller von dem Ringstreifen \ 


zwischen den beiden Randlinien aufgenommenen Drehmomente 
ergibt daher, da ds konstant ist: 





/u 


dM — | ds . du . hı — »ıls- I 





, 





worin / den Flächeninhalt des von der äußeren Randlinie 
umgrenzten Schnittes durch die Schubkraftfläche und ds: F 
den Körperinhalt zwischen den beiden wagerechten Schnitten 
der Schubkraftfläche darstellt. Die Zerlegung des gesamten 
Querschnitts in lauter nahe beieinander liegende Randlinien 
und die folgende Summation aller auf den Punkt O be- 
zogener Einzelmomente führt sodann auf die einfache Beziehung 
M 2» 
worin M das auf den Stab wirkende Drehmoment und V der Kr 





% 














doppelte Inhalt des zwischen dem Querschnitt und der auf- 
eesetzten Schubkraftfläche liegenden Raumes ist. Da der Ans2z Ze) 
Punkt O ganz beliebige gewählt war, so ist das Drehmoment j: 
unabhängige von der gewählten Drehachse, es handelt sich Abb. 2. 
also um ein reines Moment. 





3. Bildungsgesetz der Schubkraftfläche. Zur Bestimmung des Bildungsgesetzes 
der Schubkrafifläche muß auf die bei der Drehung eintretenden Formänderungen ein 
gegangen werden. Diese bestehen in der Hauptsache aus der schraubenförmigen Windung 
der ursprünglich geraden Längsfasern und aus der Aufwölbung der ursprünglich ebenen 
Querschnittsflächen des Stabes. Sonstige Formänderungen der Querschnitte brauchen zu- 
nächst nicht vorausgeset:t zu werden. | 

In Abb. 3 werde vom Punkte / des Stabquerschnitts aus in der als X-Y-Ebene 
gewählten Querschnittsfläche des Stabes durch Abtragung der positiven Strecken !x und 
dy ein Flächenelement 


df doc dy 


gebildet und über diesem das 
axiale Prisn a von der Länge di 
errichtet. Die in der Deck- 
fläche wirkenden Schubspan : 
nungskomponenten 7, und 7 
werden als positiv angenommen, 
wenn sie in der Richtung der N 
positiven X- und Y-Achse wirken. ii 
Es folgt dann, daß die in P zu- 
sammenstoßenden Seitenflächen 
Schubspannungen aufnehmen, 
welche als positiv zu bezeichnen Y 
sind, wenn sie nach unten ge- 
richtet sind. Die Größe der 4 2 ,\ 
Schubspannungen ist proportio- y 


.. T 
nal der Aenderung der ursprüng- p Bu —l. 
u m \ 
lich rechtwinkligen Körperwinkel al: 


N 




















des Prismas; bedeutet z die De ER 
Wölbungsordinate des deformier- 4 Fr 
ten Querschnitts, dS und dn die / x [| x 


Verschiebungen des anfänglich [FAez223) 
senkrecht über 7 liegenden Abb 3 
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Eckpunktes P' der Deckfläche, so ist in Anbetracht der Kleinheit der Ver- 
schiebungen 

ur dr Oz d: 

ge, m G | + Li. 7 G| + ), 

Oy dl, I al 

worin @ der Schubmodul des Materials ist. 
Es sei eine Rechtsdrehung vorhanden, deren Größe für die Längeneinheit des Stabes 
a 180° ’ : j - ‚ : 
VE betrage. Die Drehachse befinde sich in O; ihr Abstand von P und P: sei r. 
T 
Der lineare Betrag der Verschiebung des Punktes P hat dann den Wert 
PPı =»-dl-d 

woraus die Seitenverschiebungen zu 


ds =y: 3» dl. dr -r-:-V dl 
folgen. Somit ist 
1m \ 3» \ 
T. = (7 . 0» ’) i 7 (+ > 3 
T Fr BR“ 7 (3, k- y\ 
Außerdem ist aber 
.— = 5 
An 5 Ay 


wobei das Minuszeichen des Ausdrucks für 7, aus der Ueberlegung folgt, daß bei rechts 
zeigender positiver Y-Achse die durch P gehende der Y-Achse parallele Seitenfläche auf 
der Rickseite des Prisma liegt, also nicht von außen, sondern von innen betrachtet wird. 

Die Gleichsetzung der beiden Ausdrücke für 7, sowohl wie für 7, liefert die Be- 


ziehungen 
vv), = -—-G - ya). 
U ( 4 ) Oy (5; - Y 
Hieraus folgt durch partielle Diiferentiation der ersten Gleichung nach x und der zweiten 
Gleichung nach y nach folgender Addition: 
0" 2 (28 ’ 
+ —2G%0., 


4 2 
( ’ıq ( y 





Wird umgekehrt die erste Gleichung nach y und die zweite nach x difierentiiert, so ergibt 
sich nach Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung 
N2„ 02» 


> r 


„+ — 0. 


’ 
Ir oOu*® 





Hierdurch sind die Differentialgleichungen der Schubkraftfläche und der Wölbungsfläche 
des Querschnitts bestimmt. 

4. Beispiele. Die Spannungsverteilung und die Abhängigkeit des Drehmoments 
vom Verdrehungswinkel sind für einen geraden prismatischen Stab bekannt, sobald es 
selingt, über seinem Querschnitt eine Fläche zu wölben, welche dem Bildungsgesetze 


genügt. Das ist bei einer ganzen Klasse von Kurven, die hier in ihrer Allgemeinheit 
nicht näher zu behandeln!) sind, ohne weiteres möglich, z. B. bei der Ellipse. 

a) Der elliptische Querschnitt. Die große Achse der Eilipse sei A, die kleine 
b. Dann ist die Gleichung der Ellipse 


u" ty? 
-—- — | 
h° b* 
oder 42°b° + 4y’h’ —h"’hb’—0. 


Die Flächengleichung 
$ e(4x°b’ +4 y?R?— h?b°) 


Setzt man die Funktion der komplexen Variabeln f(r +iy)=u-+iv, so ist 
— y‘ 


’) 


au+ bo) 


09 (- e 


die allgemeine Form der Gleichung der Schubkraftfläche, worin a und b beliebige Konstanten sind. 
Die Gleichunz des deformierten Stabquerscehnitts ist dann 


g = 49 bu 
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liefert für s= 0 als Randlinie die gegebene Ellipse; ferner ist 


0) 2 
Or 8 078 1 ’ ’ 

- = 8c(h?’-+D°). 
dp“ Oy” 


Für j G4 
t{(h + b)? 


geht diese Differentialgleichung über in die verlangte: 


og 02 8 ‘oe 
+33 = 200 
dx“ oy“ 
Daher ist 
G4+ * ) 7 ) 2) * 
4 m El - (A*b’ ıb’ac 4hty‘, 
4(h’+b") 


die Gleichung der Schubkraftfläche für den elliptischen Querschnitt; sie stellt ein Para- 
boloid dar. Da ihre größte Ordinate für = 0 und y=0 


nr n* b? 
Smax — 'r u . . 
t (h? +5? 
ist, so ergibt sich der Rauminhalt zu 
| | ; h°? h° 
J = 7/2 F * Smax — T = r Gi 
32 (h‘ + b“ 
und das Drehmoment zu 
TH h’ b® 
M= .— 60%. 
16 A’ + 5° 





Die Schubspannungskomponenten sind senkrecht zur X-Achse 


O8 b* 


7, I = — 27. — ‚G%, 
IX h® + b# 
senkrecht zur Y-Achse 
(8 h? 
,=- = 2y- GE, 
Oy ” +‘ 
woraus E u ) u. + A —2GDd) V x: bt -ı y: h' 


folgt. Ueber die Vorzeichen ist oben gesprochen worden. Die beiden Hauptspannungen 
ergeben sich zu 


: hb* 
[47 pn . (Ä u 
n?’+b 
am Ende der Achse A und zu 
h“b 
= — - (ri 
h“ +b* 
am Ende der Achse db. Durch M ausgedrückt wird unter Fortlassung des Vorzeichens 
16 Ma 16 Ma 
47 ei 5) . T, — ., ® 
sth’b zı hb“ 


Die Ableitung dieser bekannten Formeln zeigt die Einfachheit des Verfahrens. 
Auch die Gleichung des deformierten Stabquerschnitts ist leicht zu finden. Da 


er 02 
ee eilig 
OY ’ dm ’ 
so ist ur rn Oz N —b? 9 
—— - ı — & - = LU 
Oy h” + b“ 0x h? + b# 
und somit n"?—». 
A Y . = v2 
h” + 54 


Dies ist ein einschaliges Hyperboloid, das für = (Kreisquerschnitt) zur Ebene wird. 
Abb. 4 stellt die Schubkraftfläche, die Spannungsverteilung und die Wölbungsfläche des 


’ ou 
(Juersehnitts für m 2 dar. 


b) Das gleichseitige Dreieck, dessen eine Symmetrieachse als X-Achse benutzt 
wird, und dessen Schwerpunkt im Koordinatenursprung liegt, ist durch die Gleichung 
bestimmt 


aV3—9a:V3:-x°- 9aya3y?— se +siry’=0, 
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> + 4 
Ä Vv? Y T Zu 
. | 
2 + + 
« + 
A 
+ 
‚A \ t- 
+ 
x + — + 
2: 5 
- 13 -— 1; 
u 
paonnungsfläache Schubkraftfläche 
INnIEPN le! "hpor Gnpannı mn | ınnere Handlinıen 
Y Ü ke I FG 











worin a die Seitenlänge bodeutet. Setzt man 


s=c(aV3 —9a-V3:—9aV3- YP—185x8°’+ 54x 9°), 


. 2 
50 Ist ru \ ("8 J 
z el .18SaV3 105x); = c(—18aV3 + 108 
ur Oy° 
mithin OR 5 0 
en 2 — — 3064 Vs ©, 
(Or* oy“ 
Wenn 
+@ 
CC = : 
ISaV3 
gesetzt wird, so geht diese Gleichung über in 
O0” 8 d-S 
ı)pF dy® 
und hieraus folgt, daß 
2 2 2. 
’ + 2’—3x 
=96G.a( 4a 3 a vg 
18 2a } 3. a? 


Die Gleichung der Schubkraftfläche für das gleichseitige Dreieck ist. Es ist ferner 


BE BEE. EEE 
’ a” IE er = ey Du " G 3 








26); 








(1 


2 V3 —). 
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An den drei Eekpunkten werden sowohl r, wie z,, also auch die resultierenden Spannungen 
zu Null. Der Spannungsverlauf längs einer Dreieckseite ergibt sich aus den Spannungs- 


. ... a / . r . 
eleichungen für X = : V3; es ist unter Fortlassung des Vorzeichens: 
,==0; .=t=9:G-.a-Va('n- u): 
a” 


Die Spannungskurve hat also parabolischen Verlauf und weist in der Mitte der Seite 
einen Höchstwert von der Grüße 








9 
max Se ” W) (1 cd! 
4 
auf. Das Drehmoment ist 
£ a .} 3 ’ 
M | s de: dy G°’», 
Nu) 
- 
20M 


und demnach 7 


Die Wölbungsfläche des Stabquerschnitts wird durch die Gleichung 


2 
U 9 Y 

= —UuYV3- (2 ) 
3 


A 


bestimmt. 


c) Das Rechteck. Die Gleichung des Rechteeks mit den Seiten A und Db ist 


h” bs PER FOR 2: 
- 2’9° y’h’+4x°y° 0, 
Die Annahme h? b? 2 u \ 
z—rt | a y’h’-+- 10° y‘ 
N ' hr 
liefert a2 0% k R R En 
„+ Ö——_— 2e (bh? + h? 42° 1y°), 


und es ist daher nicht möglich, auf diese Weise der Bedingungsgleichung 
022 O2 
4 = —2G9 
On Iy- 
zu genügen. Indessen kann der Ausdruck für z in erster Annäherung als die Gleichung 
der Schubkraftfläche angesehen werden, wobei die Wahl des Faktors © einstweilen aus- 
gesetzt bleiben möge. Es wird 


= Iexr(b° 4 y*): 1, = = = 2C0y Ch 4x") 


ı)r oy 


M==)23 [|z-a2:ay -, ch’b’. 


Die größte Spannung liegt in der Mitte der längeren Seite h, wo 2—0 und y—= _ zu 
setzen ist; es wird T.—N, 7, = Tonnx = ch’b 
und daher 9 ıM 
T max = ’ 7 
3 bh’ 





Diese allgemein gebräuchliche Näherungsiormel gilt also für jede Annahme von «, dessen 
Wert lediglich auf die Abhängigkeit des Verdrehungswinkels vom Momente von Einfluß 
ist. Soll die Beziehung 

Le O7 
a ‚= 3 G N 
or” Uy“ 


in der Drehachse genau erfüllt sein, so ist 


c= 1,00 -“ e et hu r i 
h’ + b* 4,5 h’ + b# 
zu setzen. Dagegen liefert die Forderung, daß der Mitteiwert des Ausdrucks ei +2; . 
Apr Ar 
gleich — 2 @ 0 sein soll, den Wert . 
ce = 1,50 gr „ und darau M= n PER. 


N, 30 h?+p% 





y ' . ’ . |. Ztschr. f. anzew. 
166 Sellentin, Drehspannungen in geraden zylindrischen Stäben Math und Mech. 


In der Technik ist ein zwischen beiden Extremen liegender mittlerer Wert von c ge- 
bräuchlich, der sich aus 
GG» m? ..6% 
.— zu c=1,25 — 
3,6 h?+b: h? + b° 


M= 


bestimmt. 


Zur genauen Ermittlung der Drehspannungen in Stäben mit rechteckigem 
Querschnitt muß auf die Bedingungsgleichung 


(tg eo) 8 
en ee —26G0 


c'!a ey 


näher eingegangen werden. Sie besagt, daß ein über dem Stabquerschnitt errichteter 
Zylinder von der Höhe 2 @ U durch eine Fläche so in zwei Teile zerlegt werden soll, 
8 g 028 


daß der eine, etwa der untere, die Werte von or und der andere die Werte von 


ö Iy® 
als Ordinaten enthält. Die Gleichung dieser Fläche seis dargestellt durch 
02 x 


© R 2, 
dann ist »@9 nf 
h uy“ 
Durch zweimalige partielle Diiierentiation der ersten Gleichung nach y und der zweiten 
Gleichung nach x wird die Beziehung 
vr or£ 
) „1. —_ € 
Op“ oy“ 
erhalten. 
Beim Rechteck ist unter der Voraussetzung, daß die Seiten den Koordinatenachsen 


parallel laufen, längs des einen Seitenpaares 


und längs des anderen Seitenpaares 


Oy® 


da s am Querschnittsrande konstant gleich Null ist. Daraus folgt, daß sich die Fläche $ 
in dem über dem rechteckigen ()uerschnitt errichteten Prisma von der Höhe 2@% der- 
gestalt sattelförmig ausspannt, daß sie an der Grundfläche dem einen und an der Deck- 
lläche dem anderen parallelen Seitenpaar anhaftet. Ist A die Länge der der X\-Achse 
parallelen und 5 die Länge der der Y-Achse parallelen 
Seiten, so ist also 
- 269 fü? 


53 


Körperlich läßt sich die Fläche durch Abheben 
' eines Oberflächenhäutchens aus Seifenwasser mittels 
' eines Drahtbügels von der in Abb. 5 dargestellten 
L « +) Form erhalten. 

Um zu einer möglichst einfachen Gestalt des 
mathematischen Ausdrucks für {© zu gelangen, werde 


= e für y-=_- 














A das Koordinatensystem so verschoben, daß der Null- 
[RAe22 75] punkt in eine Ecke des Rechtecks fällt. Die Diffe- 
a rentialgleichung bleibt ungeändert 
fi Id). od. 02£ n2r 
Dr? + dy? == 6: 
dagegen wird | 
C=0füry—-0undy=b; .—2(60fürz=-0 und =h. 
Diesen Bedingungen genügt die Doppelreihe 
„ 410% ” r mn ” y+nb 
a - Be N" + at 5 
j Jr .E ni 4 e+ mh 


deren Glieder positive Vorzeichen iür gerade und negative Vorzeichen für ungerade 
Werte von m + n besitzen, und die außerdem im ersten Quadranten liegen. 
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In der Tat ist 


02 yY-+nb (2 + mh) (y-+ nb) 
„atg == 2 - | u: 
O2” x + mh (a+mh)® + (y n. b)*]? 
Oo? y-+nb z+mh)(y+nb 
„atg = —— 2 - — 
ey“ z + mh z+ mh)" +(y+nb)*|’ 
2% _ 
und daher rm. 0°% . 
(2? 0 y* ; 
a. a 2 ee Y„-+-nb v+nb a eo 
Für y= 0 heben sich die Glieder atyg und afy auf; nur das eine Glied 
r , + mh u — mnR 
für m —= 0 und n — 0 bleibt bestehen, und es ist 
2. 104 
== . ‚ale 2 —»ıGh., 
TT 


Das Gleiche ist für 2—Ah, 2h.... der Fall; nur wird das verbleibende Restglied jetzt 
ausv=(0 undm= E; 2... erhalten. 


FR ’ w - ö ‚ + nb — nb ’ 
Für y=0 wird 50, da sowohl die Glieder afy und afy ein- 
: z + mh u mh 
ander aufheben, wie auch das Glied für n = O0 verschwindet. Für y=Db, 2b... treten 
dieselben Verhältnisse bei n — 1, 2... auf. Die Bedingungen sind also erfüllt. 
Setzt man 
r 4 mh ct U 
ER /E 
b b 
so wird .. BF n+n 
== 2 >} i atg ” . 
2 Jı < 
worin n wie vorher von 2 bis + » wächst und S der Reihe nach die Werte beizulegen 
sind, die für die Zahlenreibe von m = — # bis m—=-+- ® aus der Definitionsgleichung 
folgen. Die für einen bestimmten Wert von S sich ergebende Reihe sei 
PS hit > 
Beer — rag 5 
7T < 
} I. 


sie stellt eine Funktion von 7 und 5 dar, die rechnerisch ermittelt und in Tiabellenform 


dargestellt werden kann. Ist das geschehen, so hat man 
No \' r x 


ne 1 Ds 


zu bilden, wobei in die Summe alle aus 


+ ın h 


b 


Sr 


für m = © bis m—= + » folgenden Werte von [: einzusetzen sind. Die Tabelle 
braucht nur die positiven Werte von $ zu berücksichtigen, da ein Vorzeichenwechsel von 


Ss lediglich einen Vorzeichenwechsel von {: bewirkt. Berücksichtigt man dies, so nimmt 
die Reihe für £ folgende Gestalt an: 
e r ie . 


N. = - 
> sr Fr sh: 8 2  B3h—ı _ S) h+-r un sh r ur 
} 


} IA 7 J J, 
Sie konvergiert für 4 > b außerordentlich schnell. 
Folgende Tabelle entbält die Werte von {: als Funktion von $ und „7; sie wurde 


berechnet, nachdem der Reibe [; durch Zusammenziehung je zweier Glieder mittels der 
Transformation 


"rn m—n 28: 
atg en ag _  —=atg „. A} R 
die Form gegeben war: 
. 4103 n 2Er 2:7 257 
= z (arg En als, 2 + alg 5 _ 7 aig 2 _ pi P+.« 2‘ 


. . . . . . . . h - . Auer] Da 
Um beispielsweise bei einem Rechteck von dem Seitenverhältnis — —= 1,5 die Fläche , 


b 
zu bestimmen, denke man sich die Ebene durch Horizontalen im Abstande b und durch 
Vertikalen im Abstande A— 1,55 in Rechtecke eingeteilt. Von diesen wird dann eins 


[3 . ” .. b . 
herausgegriffen und in Quadrate von der Seitenlänge zerlegt; außerdem werden die 
10 


ı1* 
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Werte des Koeifizienten e in der Gleichung (:=c-@V. 
z n = 0,0 n = 0,05 n = V,1 r 0,2 n=(0; r —= (04 B 
& n 0,5 
u + 1,0 u» 0,95 u-0,9 u +» 0,8 u» 0,7 u+-0,6 
0,00 2.000 2,000 2.000 2000 2000 000 2.000 
0,05 0,000 0,995 1.399 1.666 1.755 1.791 1.801 
0,10 0,580 0,‘ 1.366 1.321 1.556 1.606 
0,20 0,292 0,550 0,916 1.119 1,218 1,248 
0,30 0,182 0.252 0634 0,814 0,914 0.946 
0,40 0,123 0,241 0,445 0,591 0,678 0,706 
0,45 0.101 0.201 0.376 0,504 0,583 (0) ‚607 
0,50 0,086 0,170 0,318 0,130 0,499 0.522 
0.55 0,071 0,144 0.270 0,366 0,426 0.447 
0,60 0,061 0,122 230 0,313 0,366 0,383 
0,70 0,044 V,OS8 0,167 0,229 0,268 0.282 
0,50 0,0532 0.064 0,12 0.168 0,196 0.206 
0,90 0,025 0,046 0,090 0.123 0.143 0.150 
0.95 0.020 0,040 0.077 0,105 0,122 0,128 
1.00 0.017 0,034 0.065 0,089 0,105 0,110 
1,05 0.014 0,028 01,055 0,076 0.090 0,094 
1.10 0,012 0,024 0.047 0,065 0.076 0,080 
1,20 0,009 0,015 0,035 0.048 0,056 0,059 
1,30 0.007 0,013 0.025 0,035 0.041 0.045 
1.10 0.005 0,010 0.019 0,026 0.030 0.032 
1.49 0,004 0,008 0,016 0,022 0.026 0,027 
1.50 0,003 0,007 0,013 0,019 0.022 0,023 
1.55 0,003 0,006 0.011 0,016 0.019 0.020 
1,60 0,002 0,005 0,010 0,014 0.016 0,017 
1,70 0,002 0,004 0.008 0.011 0.012 0.013 
1.80 0,001 0,003 0.006 0.008 0.009 0,010 
1.90 0,001 0,002 0,004 0,006 0.007 0,007 
1,95 0.001 0.002 0.008 0.005 0.006 0.006 
2.00 0.001 0,002 0.003 0,004 0.005 0,005 
2.05 0,001 0,002 0,003 0.004 0.005 0,005 
10 0.001 0.001 0 ‚002 0.003 0,004 0,004 
20 0,000 0,001 0.002 0,002 0.008 0.905 
2.30 « 0,001 0,001 0.002 0,002 0.002 
2.40 . 0.001 0,001 | 0.001 0.001 0.001 
2,45 0,001 0,001 0.001 0,001 0,001 
,50 0,000 0,001 | 0.001 0.001 0.001 
2,55 0,001 | 0.001 0,091 0.001 
2.60 0,000 | 0.001 0,001 0.001 
2.70 0,000 0.001 0.001 
2.80 0.000 0.000 
rechts und links von diesem Rechteck liegenden Vertikalen abwechselnd mit — und + 


bezeichnet; beide vertikale Rechteckseiten erhalten das Vorzeichen +. Ein a er des 
techtecks dient als Ausgangspunkt für die Zählung der Werte von 7 und 
innere vertikale T'eillinie im Rechteck hat von der einen Rechteckseite den Abstand &ı = 0,1, 


von der anderen den 


Abstand &' = 1,4; 
&,— 1,6 und &' — 2,9; dann folgen $& = 3,1 und &3' — 4,4 usw. 


von < in jedem Teilpunkt der Teillinie durch folgende Summen bestimmt: 


Die erste 


von den nächsten Vertikalen sind die Abstände 
Demnach sind die Werte 








' 0u-1.00,05u°0,95| 0,.-u-0,9 0,.2u-0.8 03-07 0.4u.0,6 0,5 

& —=01 + 0.000 + 0,580 + 0.979 1,366 + 1,52 + 1.586 + 1.606 

& 1.4 . + 0.005 + 0.010 + 0,019 + 0,026 + 0,030 + 0,032 

& —l.ı 0.002 0.005 — 0.016 0.014 — 0.016 — 0,917 

&, 2,9 — 0.000 - 0.000 - 0,000 — 0.000 — 0,000 — 0.000 

-t=- 0,0006 0.583363 08984069 137509 1533G%9 1,6006 1,621@G 4 

(I a” 
e)2 8 





2000798 


1.417G4$ 


1.0166 $ 


0.625G Fr 


0.467G 4 


0.4000 4 


1,37969 
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In gleicher Weise sind 
alle übrigen Teilpunkte des 


Rechteeks zu behandeln. 
EL" 
Aus den Werten von = 
or 
4% 
und —; lassen sich mit 
Oy 


Hilfe der Simpsonschen 
Regel oder durch andere 
Integrationsverfahren die 


ce 8 OS 


Werte von bzw. pi 
und aus diesen die Werte 
von s finden. Eine vor- 
zügliche Kontrolle der 
Richtigkeit der Rechnung 
bietet der Vergleich der 
somit auf zwei verschie- 
denen Wegen ermittelten 
Ordinaten der Schubkraft- 
läche. Die Grüße des 
Drehmoments ergibt sich 
aus dem wiederum durch 
Anwendung der Simp- 
sonschen Regel oder des 
Planimeters gefundenen 
Körperinhalt der Schub- 
kraftfläche. Als Rechen- 
schema folge hier die Be- 
rechnung der Mittelschnitte 
für ein Rechteck mit dem 


or 


i - ä h 
Seitenverhältnis en > 


(Abb. 6) unter Anwendung 
der Simpsonschen Regel 
(vergl. die nebenstehende 
Uebersicht). 


Aus beiden 
schnitten wird 


Mittel- 


Smax — 0,228 (Fr u bh” 


gefunden, wodurch die 
Richtigkeit der Rechnung 
gewährleistet ist. 


Die Berechnung des 
Körperinhalts zwischen der 
Schubkraftfläche und dem 
Stabquerschnitt hat in der 
vorstehenden Rechnung 
einmal genau durch Aus- 
wertung des Flächeninhalts 
einer größeren Anzahl von 
Querschnitten und das an- 
dere Mal durch Anwendung 
der nur für den Rechtecks- 
querschnitt geltenden An- 
näherungsformel 

a Fa' Fi 


N X 
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stattgefunden. In der letzteren Formel bedeuten F, und F, die Flächeninhalte der beiden 
Hauptquerschnitte und s,„.. die Länge der größten Ordinate der Schubkraftfläiche. Es 
zeigt sich hier wie auch bei anderen Verhältnissen von A zu b, daß die Näherungsformel 
ein um rund I! vH zu kleines Ergebnis liefert, und daß das Volumen sonst für technische 
Zwecke ausreichend genau durch die Gleichung 

- Fa’ Fb 

Vol = 1,01 

max 

bestimmt wird. Das obige Rechnungsschema genügt somit vollständig zur Ermittlung der 
Hauptspannungen und des Drehmoments. 


r : Me TER y u : . 
Uebersteigt das Längenverhältnis den Wert 5, so sind bei gegebenem Dreh- 


b 
winkel U die Werte der Spannungen 7, und 7, unabhängig von A und durch die Formeln 
.—G’V0-b: rn =0,75 Gab 


bestimmt. Die Schubkraftfläche erhält ein zylinderisches Mittelstiick von parabelförmigem 
(Juerschnitt und liefert als Ausdruck für das Drehmoment den Wert 


= (1161 HT °) gon, P 
' B 


. An ’ . h 
worin n das Läängenverhältnis bedeutet. 
b 
in der Technik werden folgende Formeln zur Darstellung der Abhängigkeit der 
Spannungen 7, am Ende der Achse 5b und 7, am Ende der Achse Ah, des Drehmomentes 


und des Drehwinkels 9 benutzt: 








.M BA bh? M si b’h G$ 9°’n? 
—=4,5 —- = 1,25 @ 0 ——; zu = 4,5 — = 1,25 G 9 ——; M= ——, 
b° b° + n? bh’ »®’+r 3,6 0° +n° 
In Wirklichkeit sind die Vorzahlen abhängig von dem Längenverhältnis „. wie aus 
folgender Tabelle zu ersehen ist: 
T cn == M= 
h M bh? MM b?h G9$ »°n 
e! ’ c# G + "reale - ec! (F I 2 r 
! b?’h b’ + M bh’ + HR ce b’+H 
} C c2 C3 C4 ( 
1.50 1.25 (4.50 (1.25 3.60) 
1.0 Ist 1.35 Ist 1.35 .56 
1.5 1,32 1.22 5,56 1,57 54 
0 1.06 1.16 6.47 1.85 3.50 
5 8 1.11 7.44 2,15 ‚46 
0 3.172 1.09 8,45 2.48 41 
3.60 1.07 9.44 >.s0 37 
1.0 3 n23 1.06 9.53 3.16 ı.43 
1... 3.48 1.0» 11.62 ).53 3.51 
0 3.42 1.04 12.72 1.87 3.29 
5.5 3.37 1.03 13.79 1,22 3.27 
6.0 3.32 1.02 14.92 t.59 1,25 











Demnach geben die gebräuchlichen Näherungsformeln im allgemeinen zu große 
Werte für die Hauptspannung 7, und viel zu kleine Wert für die in der Mitte der kleinen 
Seite wirkende Spannung 7,. Unter gewöhnlichen Umständen ist das Technische nicht von 
großem Belang, kann aber von Wichtigkeit werden, wenn es sich wie bei der Berechnung 
von Kurbeln um die Zusammensetzung von Verdrehungs- und Biegungsspannungen handelt. 
Zum Schluß werde noch ein Stab mit kreuzförmigem Querschnitt kurz untersucht. 
/ur Ermittlung der Gleichung der Schubkraftfläche kann man sich der Reiheniormel für 
l’olarkoordinaten 

5 (0 (" - Far rtcos4y + ar"cosdy --azr”eosi2y4y-+ .. .) 


bedienen, welche der für rechtwinklige Koordinaten entwickelten Bedingungsgleichung 


e)* e)* 8 ‚ 


Im? Oy? 
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genügt, und in En "200I | 

; [ . 
welcher die Vor- Smar” 7705 
zahlen &, dı .... 


derart bestimm 
werden, daß die 
Fläche für s= 0 
durch eine An- 
zahl von Punk- 
ten der Randlinie 
des Querschnitts 
hindurchgeht. Die 
Punkte müssen 
ziemlich eng an- 
einander } liegen, 
da sonst leicht -- 
ein Umbrechen 
der Kurve s=0 


e-Vr2r 7 






zwischen den SI 4 
Punkten _stattfin- \g0 









70. 

det S, EN 
Bei dem ge- 

wählten Beispiel | 

(Abb. 7), in wel- Spannungsflöche 


Linien gleicher Spannung 


Schubkraftfläche 
chem die Ein- innere Randlımen 
ziebhung d des 


(Juerschnitts zwi- 


schen den Kreuz- Abb. 7. u 
| ‚20 d-70 

armen "/, des 

größten Durchmes- (RAsz2 27] 


sers h beträgt, ist 


) 


‚gi . ,„ [2v\° z 2r\® Ei ik u 
s—G ‚(0,171 0,5 | .) + 0,681 (—} cos 4y — 0,815 () cos8 y 


)y» 


)y 


12 16 px 20 
—+ 1,068 ( —) cos 1249 — 0,950 ( .) cos 16 9 + 0,345 ( = cos 20 4% ). 


Die größte Spannung liegt wiederum am Endpunkt des kleinsten Durchmessers und beträgt 
max = 0,450 G og h; 
die Spannung am Ende eines Kreuzarmes ist 


T—=0,130G@%#h. 
Das Drehmoment ergibt sich zu 
M= 0,0144 G #h', 
woraus 
M 


T max = 31,3 R 3 


h 
folgt. 
Zum Vergleich werde ein (Juerschnitt herangezogen, der aus zwei gekreuzten 


Flacheisen mit dem Seitenverhältnis - — 4 besteht. Es ist 


bh’ Gy nn M 
‚=025@0h M=2: ‚= 0,0059 GH h*, Ta = 28,2 5. 
> r 


T max = 1,06 ’ G IV) u 3 - ; 
b’+h 3.33 b’+h 


Wenn es sich also darum handelt, die Abhängigkeit der größten Spannung vom Dreh- 
moment zu ermitteln, so liefert der Ersatz des Kreuzeisens durch zwei Flacheisen leidlich 
brauchbare Ergebnisse; dagegen ist bei gegebenem Verdrehungewinkel sowohl die größte 
Spannung wie das Drehmoment um rund S0 vH größer bei dem Kreuzeisen als bei dem 
doppelten Flacheisen. Umgekehrt ist der Verdrehungswinkel des Kreuzeisens bei ge- 
gebenem Drehmoment um rund 45 vH kleiner als bei den ersetzenden Flacheisen; der 
Kreuzquerschnitt ist also steifer. 622 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Ueber die Voreilung beim Walzen.') Eine 
Iheoretische Behandlung bildsamer Formände 
rungsvorgange wird für den praktischen Be 
Irıeb stels nur dann Bedeutung zu gewinnen 
vermögen wenn die Gesetzmäßigkeiten auf 
malhemaltiısch einfachste Formen sebracht wer 
den. Graphischen Lösungsverlahren ist dabeı 
ımmer der 
Betriebsmanne seiner ganzen 


vor malhemalischen Vorzug zu 
oeben dla dem 
\nschauung mehr sagen 
Drängen so die An 
Iorderungen des Betriebes nach einer mög 
behandlung der 
machen die 


l.ınstellung nach die 
wırd als eıne Formel 


l’orm 
Bedin- 
sungen des Betriebes eine vsenauere Behand- 


lıchst vereinlachsten 


vebungsprobleme. Su 


lung von Formänderungsvorgängen meist illu 
soriısech. Genannt seien von solchen Einflüssen 
bei der Warmformgebung durch Walzen nur 
die wohl stets vorhandene ungleichmäßige Er 
\Walzeules und 0 die 


\.urmelonung die 


wirmung des ungleiche 


dureh \Wiarmestrahlung. 
durch Waäarmeleilung zur Walzenoberfläche und 
durch Umsetzung der Walzarbeit in Wärme 
hervorgerufen sein kann. und die die Annahme 
oleicher Formänderungsfestiskeil über den gan 
zen Walzspalt bereits als eigentlich unzulässig 
kennzeichnel l.s seı ferner darauf auimerk 
sım „gemacht. daß das Mohr’sche Geselz ın 
der Form der Gleichung 2) auch nur eine 
\nnäherung an die Spannungs - Form 
Schließlich sınd die 
ragen der Verfestigung, des Ein- 
flusses der Formänderungsgeschwin- 
digkeit, der Größe der Walzreibung 
usw. noch so wenig experimentell 
seklärt, daß vom Standpunkt des 
Betriebsmannes häufig eine genauere 
Rechnungesmethode sinnlos ist, so 


vorobe 


inderuneskurve bedeutel 


Vergl. auch «die mit den folgenden Ableitungen 


sich teilweise berührenden \usführungen von 
v. Kärmän auf der Dresdener Tagung der Ge 
sellschaft für angewandte Mathematik und Mechanik, 
diese Zeitschr. Bd. 5 (1925 


Der Herausreber., 
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bald die Genauigkeit auf Kosten der Einfach- 
heit erzielt wird Im Folgenden seı nun eine 
der Forderung der Einfachheit und der gra 


phischen Darstellbarkeil in 


nüsende Lösung des 


veben versucht 


erster Linie ge 
\oreilungsproblems zu 


Die Breiltunge ist bei den meisten Walzvor 


vängen so e„eringelüsie, daß man sıe bei der 


Untersuchung der 


\Voreilung fast stels ver- 


nachlässiven kann Die Untersuchung sei des 
halb auf das ebene Problem beschränkt. Er- 


selzt man die Spannungen über eıneı 
schnitt senkrecht zur Jlauptachse des 
outes in erster Annäherung durch ein 


Quer 
Walz 


oleich 


mäßises Kraftfeld p) und läßt die Formände 


rung unter dem Einfluß dieses Kraftfeldes. das 


sich infolge der Neigung 


- 


der Walzenoberfläche 


Neivungswinkel ©) und der Reibung zwischen 


\Walzeut und Walze 


Reibungskoeffizien! 


ul Ill 


seiner Stärke ändert. und eines senkrecht da 








zu stehenden Kraftfeldes 7 vor sich 
so ereibt sich unter Benutzung der aus 
ersichllichen Beziehungen der Ansalz 
dp 4 ’ ) 
= tg u 
en) 
dx h 
“ühren wır als Plastızılälsbedinaı 
a p=hk 
Formänderungesfesliskeit) ein und 
wir U Io O Reibungeswinkel). so 
obiger Ansalz dıe Form 
| 
SS 
a 
NIS / 
NE 
SIR 
en Bu 
SC Br 
<SL>-X 
a 





sehen. 


Abb. 1 


(2) 
selzen 
erhält 












u 


relat. Reibungsw!der stand 
S) 





[Rası7Z za +zc ] 





IS - 
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em | 
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Q Zuu 
+ | | 
Ss 7f | 
Pd | | 
_— — 
= | 
| | 
PR Sy | 
a Te | 








Abb. 2a bis 2e. 
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dp k+p) 

dx h 
Praklisch kommen Abnahmen von über 30vIH 
außerst selten vor, und der Fließwiderstand (p 
im Walzspalt wird immer klein im Verhältnis 
zur Formänderungsfestiskeit (Ak) bleiben. Die 
Berücksichtigung dieses Umstandes erlaubt es 


ee  .» 


uns angenähert in Gl. 53) A x konst Au 

hı + ho i 

= und 4 p x k zu setzen und die 
72 


) 


Gleichgewichtsbedingeung „emäß Gl. 3) für den 
\Walzvorsang auf die Form zu bringen 
dp h 
= (gp — Be 
dx UP 
Der Fließwiderstand p, ergibt sich daraus zu 
” 


k 
Idx(tgy me. - 5). 


Px —— 


hm, 


In dieser Form ist die Gleichung graphisch 


integrierbar. Da p an den beiden Enden des 
mit dem Walzgut in Berührung befindlichen 
Walzspaltes 0 sein muß und tgo je nach 


der Fließrichtung das Vorzeichen wechselt. er 
hält man ein Bild des an jeder Stelle für die 
Höhe 1 und die Formänderungsfestiskeit I gel 
tenden relativen Fließwiderstandes. indem man 
voemäß Abb. 2 den 
beiden Endebenen des Walzspaltes am Walzen 
umfange anträgt. Der senkrecht zur Walzebene 
semessene Abstand zwischen der Walzenober 


Reibungswinkel 0 in den 


fläche und dem freien Schenkel dieses Winkels 
bezeichnet alsdann den relativen Fließwider 
stand. In Abb. 2b ist der Verlauf dieser Größe 
im rechlwinkligen Koordinatensystem wieder 
vegeben. 

Da das Abfließen des von den Walzen ver 
drängten Materials stets in Richtung des ge 
ringsten Fließbwiderstandes vor sich geht. be- 
zeichnet der Schnittpunkt der beiden Wider- 
standskurven die neutrale Zone, in welcher 
sich Walzygut und Walzenumfang mil gleicher 
Geschwindickeil l"lıel;- 
welche die Gebiete entgevengeselzten 
\laterialflusses trennt 


beweven. oder die 
scheide! 
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Das abfließende Material leistet während des 
Durchgangs durch den Walzspalt Reibungsar- 
beit, welche für sich allein betrachtet einen 
relativen Fließwiderstand gemäß Abb. 2c er 
zeugen würde. Es ergibt sich für diesen Reı 


bungswiderstand {7 in Analogie zu Gl. 5) die 
l’ormel 
k f 
Pr, = > asige . » « .(B). 
h,, 
Die graphische L.ösung für den relativen Rei 


bungswiderstand ist aus Abb. 2c ohne weileres 
ersichtlich Die Antragung von m und die 
Ausplanimetierung der Flächen ergibt weiter 
hin den Wirkungsgrad (n) des Walzprozesses 
als Verhältnis der doppelt schraffierten Fläche 
F) zur ingesamt schraffierten Fläche (F+ Fr). 

Der günstige KEinfluß kleiner Walzendurch 
messer auf Wirkungsgrad  gehl aus 
Abb. 2 klar hervor In Wirklichkeit verhalten 
sich solche Walzen noch verhältnismäßig vor 


(diesen 


teilhafter, wenn man ihre stärkere Streckwir 
kung berücksichtigt. da die Breiltarbeit meist 
einen Energieverlust beteutet. Praktisch ist deı 
Verkleinerung des Wäalzendurchmessers dadurch 
ein Ziel gesetzt. daß einmal die Walze gegen 
über den auftretenden Beanspruchungen eine 
venügende Widerstandsfähizkeit besiılzen mul 
dann aber auch. um das Ergreifen des Walz 
sutles zu ermöglichen der Walzwinkel die 
(röoße des berschreiten 
darf?). 


Die Kenntnis der Lage der neulralen Zone 


Reibwinkels nicht 


d. 


und damit des Fließzonenverhällnisses n 
Ada 


erlaubt schließlich auch die Berechnung der 
relalıven \oreilung » des Walzoutes geevenüber 


1) Zur Frage der bildsamen 


Vergl. Preußler 
Formänderung«, Bericht 36 des Walzwerksaus- 
schusses des Vereins deutscher Eisenhüttenleute. 

) Wie aus Abb. 4 hervorgeht, ist ein »Durch- 
ziehen« des einmal zefaßten Walzgutes noch mög- 
lich, solange der Walzwinkel kleiner als der 
doppelte Reibwinke! ist, 
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dem Walzenumfang. Das Voreilungsverhältnis. 
d.h. der Wert 
nach vorwärts verdrängtes Volumen 
mM, = 
insgesamt verdrängtes Volumen 
berechnet sich gemäß Abb. 3 angenähert zu 
DE L- 1 
Mt, - — ö . . o . war 
BF + 1)? 

Die relalive Voreilung /v kann alsdann 
durch Multiplikation dieser Ziffer mit der die 
spez. Volumenverdrängung charakterisierenden 
(Größe In Al’h? ermittelt werden zu 


hy 1 hi 
v= m.,in - In 0 u, 


e) 


h» (n+ 19° ha 

In Abb. 4 ist diese Berechnung für eine 500 er 
\Walzenstraße durchgeführt. Wie wir sehen, ver- 
mag die Voreilung praktisch 3—4vH nicht zu 
überschreiten 

ls dürfte nicht schwer fallen, für die ve 
schilderten Zusammenhänge genauere graphi 
sche Lösungen beizubringen ls ist hiervon 
Abstand genommen worden, da die aufgestell- 
ten Beziehungen in den praktisch vorkommen 
den Fällen fast stets eine quantitativ genügend 
senaue Berechnung vestatten, wo dies aber 
nicht der Fall ist. doch wenigstens die Möu 
lichkeit bieten, die ın Frage kommenden Ver 
hältnisse qualitatıv zu überblicken 


Düsseldorf “. Siebel 617 


Zur Theorie des Walzvorganges. In einer 
Irüuheren Mitteilung über das Voreilen beim 
Walzen (Diese Zeitschr. 5, 1925. Seite 78) gab 
ich der Meinung Ausdruck, daß eine rechne 
rische quantitative Behandlung dieses Problems 
wohl ausgeschlossen wäre. wegen der Unsicher- 
heit betreffend Zusammenhang der maßgeben- 
den Größen Daß ich eine damals schon von 
mir aufgestellte. auf Annahmen gegründete 
Rechnung im Folgenden jetzt doch veröffent- 
liche, geschieht auf Anregung des Hrn. von 


„ 











Abb, 3, 
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Käarmän: hoffentlich veranlassen die Ergeb- 
nisse der Rechnung doch noch zur weiteren 
experimentellen Forschung 

Von der Breitung wird abgesehen und das 
Problem als eben betrachtet. Mit Bezug auf 
Abb. 1 nehmen wir an 


gg —-p—=Aä. 
Das X wird wahrscheinlich etwa nach 
a y dh; 
K=-kK-—, 
h> dt 


zusammenhängen mit der  Plastizitätsgrenze 
und mit der Formänderungsgeschwindigkeit 
In der Annahme, daß wir sehr heißes Walzgut 
betrachten, vernachlässigen wir A, und setzen 
somit 
„dhz 
94 —- =D : 
ho dt 
/wischen « und ı» wird das Walzgut einge- 
zogen, zwischen bb und O gehemmt. Von « 
segen » und von O0 gegen db nimmt p zu. Der 
Winkel ® findet sich daraus und aus der 
Gleichgewichtsbedingung: Werden die Beschleu- 
nigungskräfte vernachlässigt. so gilt Abb. 2 für 
das Gebiet O-—-ı'b, Abb. 2b für das Gebiet b—ca. 
Die Gleichungen werden: 


1) 





1 (pr hy) Da Er & 
PRBPT r —2NRsing 2/NRcosg #) 
dp 
d (9; h:;) = R ER 
ar =2NRsinp — 2/NRcosg. 
day 
/ A 





1] 


mr 


111% FNRaY 
/ 
WR day NRdy 


Abb. 2a und 2b. 


N\ımmit man eine gleiche Horızonlalgeschwin 


digkeit an über die ganze Höhe Ay >), setzt man 
g? 

COSY | ‚op sin p up und AR n.h. 
‘ ' 


so ergibt eine einfache Substitution mil 


v, A K: 
dy: n n m 
0 — w: — z It e(2+g°) 
dp (1 ng“)(l fg) 
4 KSg (+r-%)) 
h’(1+ ng 2)? \ 
dp: „ R ’ 
Em | \_fpe(2+99) 
dy (1 HnydaHtrgp | 
ı KSg (- r+y +7) 
. = . 


hii+n y-)*® 


) Erste >» Annahme«. 


“) Zweite »Annahme«. Wie ist das f abhängig 
von Druck und Geschwindigkeit? 
3) Dritte >Annahme«. 
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Die Arbeit, am Walzenumfang verbraucht, 
beträgt pro Sekunde für eine Walze 


a + 
a /rN Rdy — /f NRdy 
Hr Ö 


woraus für beide Walzen 
(L 
\ poh?(1 + np?" + 2KSy 
29 ( 
l hi-+ngpd?(iı+rg) 


‚! 
r 


Dafn /y 


y 
pe’ (ii+ngdM’ +2 KSg 
h(l+ np?” (A — /g) 


dy 2 


( 

Wäre das Material in der Längsrichtung 
gänzlich frei (p also Null), so wäre pro Se- 
kunde eine »Nutzarbeit« zu leisten von 
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=] 
=! 


Wirkungs- Berührungs- 


— R/h Breitung 
2 erad dauer En 
2 0,935 ga 0,355 b 8/8, 
5 0,756 14.1/a 0,4375 8/8, 


Nutzarbeit« bei dem kleineren Wal 
zendurchmesser erheblich größer ist, rührt da 
von her, daß die Bogenlänge bei gleichem 4 
und A hier viel kleiner ist und die Berührungs 
dauer also viel kürzer: weil nach unserer An 
nahme die Kraft proportional der Formände 
rungsgeschwindigkeit ist. bedingt der kleinere 
Durchmesser also größere Kräfte Im Zusam- 
menhang mit der erheblich größeren Voreilung 
also Reibungsverluste am Walzenumfang) ist 
der Wirkungsgrad beim größeren Walzendurch- 
messer merklich schlechter 


Daß die 


Daß die Drücke p beim kleinen Walzen- 














R sin“ n 
"dh dhy 48nK? (y?ıı — 92) durchmesser erheblich niedriger bleiben wie 
S - dx oder d« . } . } 
ET u n2 14 ng2? pP beim großen, weckt die Erwarlung, daß die 
0 () Breitung auch geringer bleibt beim kleinen n 
0 | T da Tante ; pe \ T 10 
| | 
ar —t + hei ustrensueikse 4 — —t + + I 
ne 
+ —+ IS 6 
N 
N 
N 
| + + —], 
| n=5| | 
+ + + B| 4 2 
| | | 
| | | | 
I 12 I | 
| / l l | 














Abb. 


Der Druck auf den Walzen N ergibt sich als 


. 1 ‚ 2Kı 
0—y: N- ir en 
1-fpl' h’(i+ng“) 
: 1 ‚ 2K&« 
v—a: N= pp+» S- i R;: 
i+fy h’(l+ng“) ) 


Sämtliche Ergebnisse sind nun rechnerisch 

bestimmt worden für: 
h=10cem, f=05, HI —-14cm 
und n 2 bzw. 5. 

Das ps ist von «= 0 bzw. «= a aus, schritt. 
weise bestimmt worden. 

Der Schnittpunkt der beiden Kurven (Abb. ») 
ergibt »® und damit die Voreilung. Die Rech- 
nungsergebnisse sind in der Tabelle zusammen- 
oestellt: 

Verbrauchte 


Nutzarbeit Arbeit 


n=R/h Voreilung 


2 4,05 vH 0,160 a?’Ss 0,171 a?S 
5 8,6 » 0,0935 a?S 0,124 a?S 


B' l ni l | 
Dos Or GB Oi 03 036 QWE Y 





006 Qu Ge Qu Q3y 


5} 
Io 


Kinen gewissen Einblick in diese Frage, die 
übrigens zum dreidimensionalen Problem og 
hört, gibt vielleicht doch der Ansatz, daß die 
Breitung annähernd 


dh 


Sı = pP: + 9: 
Gun / 


Diese Gleichung ergibt für die Gesamitbreiı- 
tung Jb, vorausgesetzt, daß diese geringfügig 
bleibt, die Werte aus obiger Tabelle Nimmt 
man die Breitung mit in die Betrachtungen auf. 
so Ist zu beachten, daß die inneren Spannun- 
ven in drei Richtungen veränderlich sind, daß 
die Reibung auch quer wirkt und die Richlung 
der Reibungskraft also abhängig ist von der 
relativen Geschwindigkeit zwischen Walze und 
Walzgut. welche sich zusammensetzt aus einer 
Umfangskomponente und einer Querkompo- 
nente. 


Den Hlaag, Mai 192). D. Dresden. 527 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Die hier angezeireten Bücher sind dureh die Sortiment-Abteilunze des VDI-Verlages, 
Berlin SW 19, Beuthstraße 7, zu beziehen.) 


R. THUN, Ingenieur. Der Film in der ungenügend ergründeten Sondergebiet der Tech- 
Technik. Mit 105 Abb... 1 Tafel und 40 Auf nik bilden möge Als neuer grundlegender 
stellungen Vdl-Verlag G.m.b.H., Berlin 1929. Begriff wird hierzu der »spezifische Mahl- 
\X 286 8 widersiand« eingeführt, als jene Arbeit, die 

Zusammenfassung der Grundlagen der tech nötig ıst, um die Gewichtseinheil eines Stoffes 
nischen Kinematographie, insbesondere der ps\ bis au! einen bestimmten Feinheilsgrad zu 
ehologischen und physiologischen, der pholo- zerkleinern Der Begriff ist ähnlich definiert 
ehemischen. der optischen und mechanischen wie die spezifische Wärme Aufnahme von 
Grund agen, weiter die Anwendungen des Films Mahlkurven«, Anwendungen 
als Forsehungs- und Anschauungsmittel. endlich Pras T. Pöscehl] 627 


die systematische Besprechung der Arbeiten, die 


mit der Aufnahme von Filmen verbunden sind Dr. phil. OTTO KNOPF, o. ö. Professor 


Seitdem man bevonnen hat. sıch wıssenschafft- 
der Astronomie an der Universität Jena. Ma 


Ihematische Himmelskunde. Mit 30 Fig 
im Text. Mathematisch-Phvsikalische Biblio 
thek 63. Verlag von B. G. Teubner, Leipzig und 
Berlin 1925. 488. Preis IM. 


Is ist nieht unnütz. wenn eine kleine mathe 


ich mit dem Kinowesen als einem Zweige der 
modernen Technik zu beschäftigen, hat man er- 
kannt. welehe Fülle von Problemen aller Art 
dların lhiesven. so daß es sich wohl verlohnt. eine 
(Gesamltdarstellung zu versuchen line solche, 
alloemein verständlich angelegte. bringt das vor- 
matische Himmelskunde, für weitere der Ma- 
Ihematik nicht ganz unkundige ‘Kreise be- 
stimmt, einmal von einem Astronomen ge 
einen Außerst lehrreichen Ueberblick über dieses schrieben wird. Der Richtigkeit aller textlichen 
enthält und numerischen Angaben ist der Leser sicher. 


lievende Werk. das als sehr gelungen bezeichnet 
werden kann. und das vermöge seiner zahl 
reichen und »outen Abbildungen und Diagramme 


(seiYle 
ih ei 66 Und da die Darstellung gleich dem Gevenstand 
einfach, die Anordnung bewährt ist, wird sich 
CARL MITTAG, Oberingenieur. Der spe das Büchlein zur Einführung bequemer erv- 
ziflische Mahlwiderstand. Ein Weg zur weisen, als eines der zahlreichen mathematisch- 
Krforsehung der Arbeilsvorgänge in Zerkleine geographischen Lehrbücher bemerkenswerten 
rungs-Maschinen VdAl-Verlag G.m.b.H., Berlin Umfanges. Die Figur der Erde erfährt mit 
1925. 35 S. Preis 250 M echt keine Behandlungs: in S21b wäre die 
Es handelt sieh um dıe ralıonelle bBestim- ausdrückliche Hervorhebung der Annahme der 
mung der Leistungesfähigskeit und der Dean huvelgestalt erwünscht: denn 8.46 heißt es. 
spruchung von Zerkleinerungsmaschinen, wie die Parallaxe ändere nur die Höhe. nicht das 
solehe für Mineralien. Erze. Gesteine. Kohle Azımut. Von 8. 45 an lastet der Zwang des 
und chemische Erzeugnisse verschiedenster Art zugewiesenen Raumes auf den letzten 88 
seit lansem in veroßer Zahl in Verwendung Das wohlfeile Papier, auf dem die »math.- 
stehen. Das Büchlein enthält »ein neues Ver- phys. Bıbl jelzt gedruckt wird, erlaubte es 
fahren zur einheitlichen Ermittlung des Arbeits- dem Verlage sehr wohl, unter Beibehaltung 
auflwandes der Zerkleinerung. das eıne WISSEen- des Preises die Hefte mit einem dicekeren 
schaftliche Grundlage zur weiteren Erforschung Kartonumschlags zu versehen. Wie es einst war 
der physikalischen Vorgänge auf diesem noch Kiel. C. Wirtz 641 
NACHRICHTEN 
Hugo Sellentin f. Inter dem Schatten der Joh. TL. Meyer in Papenburg, Germaniawerft 
sewnltiven FEreienisse des Weltkrieges ist der ın Kiel und Schichauwerke in Danzis als Kon- 
od des Schiffbauingenieurs lHlugo Sellen strukteur und  Abteilungsvorstand. In allen 
lin nur von wenigen. ihm besonders nahe- diesen Stellungen zeigte er gleichmäßige un- 
stehenden Fachgenossen. beachtet worden. Die sewöhnliche Fähigkeiten im Entwerfen von 
Veröffentlichung einer nachgelassenen Arbeit in Schiffsbauten, in der Ausarbeitung von Einzel 
dem vorliegemden Hleft mag die Veranlassung heiten und in der mathematischen Behandlung 
bilden. seiner kurz zu gedenken theoretischer Fragen. Ohne lehrhaft zu sein. 
Im Jahre 1860 ueboren, absolvierte Sellen- hatte er eine große Gabe, durch seine eigenen 
tin in sehr jungen Jahren und in bemerkens- l.eistungen und sein Beispiel nachhaltig auf 
wert kurzem Zeitraum mit Auszeichnung die alle zu wirken, die mit ihm in nähere Berüh- 
lechnische Hochschule in Berlin. Gleichzeitig rung kamen Deren sind viele: und so ver- 
war er als Konstrukteur in der Praxis tätıg, dankt ıhm eine lange Reihe von deutschen 
womit er schon damals den Beweis un- Schiffbauingenieuren außerordentlich viel. 
sewohnlicher Besabung und Arbeitskraft Iie- l.eider besitzen wir kein größeres Werk 
lerte Nach Verlassen der Hochschule arbeı aus Sellentins Feder: jedoch zeigen außer 


Iele er bis zum Jahre 1809 bei den Werften der nachgelassenen Arbeit. welche hier ver 
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öffentlicht wird, viele kleinere Arbeiten im 
Schiffbau dessen Redakteur er längere Zeit 
war, und ın anderen Zeitschriften von seiner 
Fähigkeit. schwierige Probleme in eigenarliger 
und geistreicher Weise zu lösen 

\Wenn Sellentin auch außerordentlich sern 
in der Praxis tälig war. so wurde er doch 
durch seine Fähigkeiten und Neigungen auf den 
l,ehrberuf hingewiesen 1500 übernahm er 
einen Posten als Oberlehrer bei der König] 
Ilöheren Maschinenbauschule in Altona. 1903 
wurde er Direktor der neuerrichteten König] 
Ilöheren Schiff- und 
Kiel. Hlıer bewies er. 


\Maschinenbauschule in 
außer den schon er- 
wähnten Fähigkeiten. große Organisalionsgabe 
Die Anstalt selbst. ihre Ausstattung, ihr Lehr 
plan, sind sein Werk. Er hat hier mit so be- 
wunderungswürdiger Umsicht und Sachkennt- 
nis organisiert, daß wesentliche Aenderungen 
sich bis heute nicht als nötig erwiesen haben. 
1907 wurde Sellentiın Regierungs- und Ge 
werbeschulrat für das gewerbliche Schulwesen 
in Arnsberg 1011 siedelte er in derselben 
Kısgenschaft für die drei Resvierungsbezirke 
Stettin. Köslin und Stralsund nach Stettin 
über. Hlıier starb er am 9. Juli 1917. tief be 
Irauerl von seinen Fachgenossen und näheren 
"reunden 

Sellentin war eine sich wohl ihres Wer- 
tes bewußte Persönlichkeit: dennoch drängte 
niemals vor \on sich selbst das 
verlangend, forderte er auch von 
Mitarbeitern und Untergebenen und 
Schülern viel. Unberechtigten Ansprüchen konnte 
er gelegentlich sehr energisch entgesentreten 
Kine frohe Nalur. liebte er Geselliskeit in 
kleineren Kreisen und wirkte auch hier durch 
seine Liebenswürdiekeit und durch sein er 
staunliches Wissen auf allen Gebieten 


II. Techel 625 


er sıch 
Höchste 
seinen 


Karl Doehlemann +. Am 22. März d. Js. 
starb in München im 62. Lebensjahr der ordent 
liche Professor der darstellenden Geomelrie an 
der technischen Hochschule Dr. Karl Doehle 
mann. Er war 1864 in Freising ın Bavern 
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geboren, studierte in München, promovierte an 
der Münchener Universität und habilitierte sich 
an dieser 1801. Seit 1012 war er als Nach- 
[olger von l.. Burmester an der technischen 
Ilochschule tätig. Seine wissenschaftlichen Ar 
beiten galten vorwiegend dem Gebiete der Geo 
melrie. Kin zweibändiges Werk über geomelrı 
sche Transformationen rührt von ihm her 
Sehr bekannt sind die von ihm  verfaßten 
Bändchen über projektive Geometrie und über 
Perspeklive in der Sammlung Göschen In 
unserer Zeitschrift führte Doehlemann das 
Iieferat über die Neuerscheinungen der dar 
stellenden 
nahm er in hohem Mabe an den Werken der 


(‚eomelrıie Persönliches Interesse 
bildenden Künste und versuchte sich auch in 
theoretischen Arbeiten über ihren inneren Zu 
sımmenhangs und über die formalen Geselze 
ler Malerei. 


Berliner Ortsgruppe der Gesellschaft für 
angewandte Maihematik und Mechanik. 
\m 29 Januar hal ım Instilut für angewandte 
\lathemalik der Universität die konstiluierende 
Sitzung der Ortsgruppe stattgefunden. Der bis 
herige Vorsitzende des Vortragsausschusses für 
technische Mechanık ım Berliner Bezirksverein 
ddeuischer Ingenieure. Ir. Prof. H. Reißner, 
wurde zum Vorsitzenden der Ortsgruppe ge 
wählt 
Vortrag von Ilrn. Prof. R. Rüdenbereg über 
\ussendung und Empfang elektrischer Wellen 


(roßes und lebhaftes Interesse fand der 


Der Vortragende zeigte, wie man mil ver 
hältnismäßig einfachen malhemalischen Hilfs 
mitteln einen Einblick ın alle praktisch be 
lanereichen Fragen der Wellenüberlragung ge 
winnen kann lingehende Aussprache schloß 
sich an den Vortrag an 
Der zweite Vorlragsabend fand am 26. Fe 
bruar am gleichen Orle stall Ks sprach Hr 
Prof Ilamel-Charlottenburg über die Me 
chanık der steifen Seile Kr vab eine Theorik 
der Seile. die von dem ın der Mechanik der 
zähen Flüssigkeit üblichen Reibungsansatz aus 
seht Der Vortrag wird in dieser Zeitschrift 
veröffentlicht werden Hl 


ZUSCHRIFTEN AN DEN HERAUSGEBER 


Zum Aufsatz von M. Reiner: „Ueber die 
Torsion prismatischer Stäbe durch Kräfte, 
die auf den Mantel einwirken. Der Ansicht 
des Verfassers, in seiner Abhandlung eine Er- 
weiterung der St. Venant'schen 
Iheorie gegeben zu haben, dürfte man kaum 
beistimmen können Da der Inhalt des in 
rage stehenden Artikels sich nicht viel von 
dem zweier früherer Arbeiten desselben Ver 
rassers unterscheidet !),. so möchte ich darauf 
hinweisen. daß ich zu diesen in einer Anmer 


Torsıons 


';, M. Reiner, »Ueber Torsionsbeanspruchung 
von Wellen«e, Zeitschr. d. öst. Ing. u. Arch. Ver. 
1919 H. 18 »Ueber das Auftreten von Normalspan- 
nungen bel Torsion prismatischer Stäbe«, Oest. 
Woehensehr. f, d. öft. Baudienst 1915. 


kung einer in den Wiener Akademieberichten 
ım Jahre 1916 erschienenen Abhandlung » Ueber 
den Einfluß der Einspannung auf die Torsions 
beanspruchung eines Stellung 
venommen habe 

Der Ansatz von M. Reiner setzt sich aus 
der WUeberlagerung einer St. Venantschen 


Kreiszvlinders 


Torsionslösung und einer ebenen Spannungs 
verteilung zusammen \Man kann ihn ohne 
weiteres aus folgenden Ansatz für die Ver 
schiebungen erhalten 

u, 3% 


Toy2, v=7T 
or ‘dr 


And 7 T0o22 


W=T: J’y + (r24+- 0). 
wobei tr und Tr, dieselben, dem Drall entspre 
chenden Konstanten wıe ın der Bezeichnunvs 


weise von M. Reiner \ eine biharmonische 
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pp eime harmonische Funktion der beiden Ver 
anderlichen x und y, eben die Torsionsfunk- 


tion, ist. Infolgedessen kann man prinzipiell 
nur eine lineare Abhängigkeit der Schubspan 
nungen am Mantel von z erreichen und es 


ist die Normalspannung 6 immer nur eine 
Funktion von x oder y allein, also in allen 
(uerschnitten des Stabes dieselbe Das stimmt 
aber mit den tatsächlichen Verhältnissen nicht 
überein denn wir haben es bei den Anwen 
dungen der Torsionstheorie doch immer mil 
Staben zu tun, deren Mantel in entsprechender 
.ntfernung von den Einspannungsstellen span- 
nungsfrei ist und hat auch wenig tlheore- 
tische Bedeutung, da bei axialer Symmetrie, 
bei Drehkörpern, die Lösung nach dem Ver- 
fahren von Föppl und Timpe bei ziemlich 
beliebiger Abhängigkeit der Tangentialspannun- 
sen am Mantel von z angegeben werden kann 
\bweichungen von dem der gewöhnlichen 
lorsionslösung entsprechenden  Spannungszu- 
stand, besonders das Auftreten von Normal- 
spannungen senkrecht zum Querschnitt, werden 
immer nur in der Nähe der Einspannstelle zu 
oewärltigen sein und ın der oben erwähnten 
Abhandlung habe ıch für den Fall des Kreis- 
zylinders gezeigt, daß solche auch theoretisch 
ın beträchtliihem Ausmaße dort vorhanden 
sind, wenn man annimmt, daß die die Torsion 
hervorrufenden Drehmomente durch Reibungs- 
kräfte übertragen werden, die an den Berüh- 
rungsflächen zwischen Einspannungskörper und 
Stab auftreten und die dann auch das Vor- 
handensein eines Normaldruckes an dem ein- 
sespannten Teil des Zylindermantels erfordern 
Die Rechnung ist dort streng malhemalisch für 
den Fall durchgeführt, daß wir eine an den 
Enden eingespannte Welle haben, deren Durch- 
messer !/. der Länge beträgt und auf deren 
Ende und zwar auf je 1/,, der gesamten 
l.änge eine konstante Normalspannung und eine 
ebenfalls konstante Schubspannung wirken, 
welch letztere nach dem Coulomb'’schen 
Reibungsgesetz ein bestimmten Bruchteil der 
Normalspannung ist. Der übrige Mantel ist 
spannungsfrei. Es zeigt sich, wie schon her- 
vorgehoben. daß eine ziemlich beträchtliche 
von dem Normaldruck am Mantel herrührende 
Spannung senkrecht zum Querschnitt auftritt. 
die verhältnismäßig langsam mit der Entfer- 

nung von der Einspannstelle abfällt 

Wien, am 9. Jänner 1920 

Karl Wolf. 656 


Erwiderung Auf die vorstehenden Bemer- 
kungen habe ich zu erwidern 

I. Die zitierte Arbeit von Ilerrn Wolf aus 
dem Jahre 1916 habe ıch erst jetzt kennen 
selernt. 

» Die St Venant sche Torsionstheorie 
setzt voraus, der Mantel des tordıerten Stabes 


(Redaktionsschluß 25. März 1926.) 


Für die Schriftleitung verautwortl.: Professor Dr. von Mises, Berlin W30, Neue Winterfeldtstraße 43; 
für den Anzeigenteil: Peter Valerius, Berlin NW 52. — VDI-Verlag G. m. b. H., Berlin NW 7. 
Druck von A. W. Schade, Berlin N 39. 





sei spannungsfrei. Ich habe zuerst darauf 
hingewiesen, daß Versuchsanordnung und Pra- 
xis eine Lösung verlangen, bei der die tor- 
dierenden Kräfte am Mantel angreifen, 
und habe in meinem Aufsatz eine solche Löo- 
sung gegeben Darin sehe ich eine Erwei- 
terung der St. Venant'schen Theorie 

3. Die Arbeit des Herrn Wolf. die gewiß 
auf einem höheren theoretischen Niveau steht 
als meine, hat diese doch nicht überflüssig | 
gemacht, denn 

a) behandelt sie nur den Kreiszylinder und 
sibt zu, daß andere Querschnittsformen der 
mathematischen Behandlung nach dieser Me- 
thode »kaum zugänglich« sind. 

b) sind die Spannungen senkrecht zum Quer- 
schnitt (65), die dort abgeleitet werden, ganz 
anderer Art, als die von mir aufgelundenen 
Und zwar rühren sie dort lediglich vom Nor- 
maldruck am Mantel her und haben keine 
Beziehung zu den Tangentialkräften. 

4. Hingegen habe ich 

a) eine Lösung für sämtliche Quer- 
schnittsformen angegeben und insbesondere für 
die praktisch wichtige Rechtecksform (z. B 
Eisenbetonbalkonträger) explizite dargestellt, 

b) nachgewiesen, daß Spannungen senkrecht 
zum Querschnitt auch auftreten, wenn gar kein 
Normaldruck am Mantel wirkt, sondern die 
Oberflächenkräfte überall tangentlial zerichtet 
sind. 

Der Inhalt meiner in Frage stehenden Arbeit 
unterscheidet sich von dem meiner früheren 
Arbeiten eben durch das, was in S t/a) und 
b) als seine besondere Leistung geschildert ist 

6. Es ist bekannt, daß man den Ansatz, 
durch den eine Aufgabe der Elastizitätstheorie 
gelöst wurde, nachdem dies geschehen ist, auch 
umgekehrt aus den Ausdrücken für die Ver- 
schiebungskomponenten erhalten kann. 

7. Es trifft nur höchst selten zu, daß eine 
Aufgabe der Elastizilälstheorie so weit gelöst 
werden kann, daß die Grenzbedingungen ge- 
nau mit den tatsächlichen Verhältnissen über- 





einslimmen. Auch Herr Wolf muß seinen 
Zylinder »nach beiden Seiten ins Unendliche 
sich erstrecken lassen. Mir kam es auf die 


ungünstigsten Spannungswerte, zum Zwecke 
der Dimensionierung des Stabes, an und wenn 
der Mantel in entsprechender Entfernung von 
den Einspannungsstellen spannungsfrei ist, so 
macht dies die Situation nicht ungünstiger 
Ich nehme dann an, daß die von mir errech- 
neten Spannungen 6, im »spannungslosen« Teil 
rasch auf Null herabsinken. 

Ss. Auch die Lösungen von Föppl und 
Timpe haben meine Arbeit nicht überflüssig 
semacht. Sie beziehen sich auf Drehkör- 
per und setzen axiale Symmetrie voraus. 

Jerusalem, am 27. Januar 1926 


Markus Reiner 650 





